Historical remarks to finite-gap integration theory: elementary
  treatment of the theory by Brezhnev, Yu. V.
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Èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ ê òåîðèè êîíå÷íîçîííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ:
ýëåìåíòàðíàÿ òðàêòîâêà òåîðèè
Þ.Â.Áðåæíåâ
1. Ââåäåíèå
Ñîâðåìåííàÿ èñòîðèÿ êîíå÷íîçîííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íàñ÷èòûâàåò óæå 30 ëåò.
Óñòîÿëîñü äâà íàçâàíèÿ äëÿ äàííîé òåîðèè: êîíå÷íîçîííîå è àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîå
èíòåãðèðîâàíèå. Èñòîðè÷åñêè, îáà ñâÿçàíû ñ èíòåãðèðîâàíèåì ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è,
îïðåäåëÿåìîé îáûêíîâåííûì äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì
Ψ′′ − u(x) Ψ = λΨ (1)
è çíàìåíèòûì äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 
óðàâíåíèåì Êîðòåâåãàäå-Ôðèçà
ut = uxxx − 6 u ux. (2)
Íè îäíîìó óðàâíåíèþ íå ïîñâÿùåíî ñòîëüêî ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ëèòåðàòóðû, ñêîëüêî åìó è óðàâíåíèþ (1). Â ñàìîì äåëå, ñ íèìè ñâÿçàíî îòêðûòèå
â 1967 ãîäó ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ìîçð), à ïîñëåäóþùèå îòâåòâëåíèÿ
òåîðèè ñòîëü ìíîãî÷èñëåííû, ÷òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåçóñëîâíî ñàìîñòîÿòåëüíûå
øèðîêèå íàïðàâëåíèÿ, íåæåëè ÷àñòíûå ñëó÷àè.
Òåðìèí ¾êîíå÷íîçîííîå èíòåãðèðîâàíèå¿ îòðàæàåò ñîâðåìåííî-èñòîðè÷åñêèå
êîðíè: ïðîáëåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1). Â øèðîêîì ñìûñëå ñëîâà
ýòî îçíà÷àåò ïîèñê ¾õîðîøèõ¿ ïîòåíöèàëîâ u(x), ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé äëÿ Ψ-
óíêöèè, îïðåäåëåíèå äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà äëÿ íèõ è íàõîæäåíèå
äðóãèõ àòòðèáóòîâ êëàññè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé òåîðèè. Âûÿñíèëîñü, ÷òî òàêèìè
ïîòåíöèàëàìè äîëæíû áûòü ïåðèîäè÷åñêèå (èëè êâàçè-) ïî x, à èõ ÷àñòíûì ñëó÷àåì,
êîãäà ïåðèîä ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ÿâëÿþòñÿ çíàìåíèòûå ñîëèòîíû â ìîçð.
Âòîðîå íàçâàíèå îòðàæàåò òî ïîíèìàíèå òåîðèè, êîòîðîå áûëî äîñòèãíóòî â
ðàáîòàõ Êðè÷åâåðà 1970-õ ãîäîâ ñïóñòÿ íåñêîëüêî ëåò ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû
Íîâèêîâà [1℄. Îíî âñêðûëî âåñüìà ãëóáîêóþ ñâÿçü òåîðèè, íîñèâøóþ ñíà÷àëà
ïîëíîñòüþ ¾ñïåêòðàëüíûé¿ õàðàêòåð (êàê è ìîçð), ñ ìåòîäàìè àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè è àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.
Èòîãîì ïåðâîíà÷àëüíîãî ðàçâèòèÿ òåîðèè ñòàëî ïîíèìàíèå òîãî àêòà, ÷òî
îêîí÷àòåëüíûå îòâåòû âñåãäà âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ ìíîãîìåðíûõ Θ-óíêöèé,
àññîöèèðîâàííûõ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè êîíå÷íîãî ðîäà. Â ñâÿçè ñ ýòèì èíîãäà
óïîòðåáëÿåòñÿ íàçâàíèå Θ-óíêöèîíàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå.
Êàê ñòàëî ÿñíî ïîçäíåå, ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè è äàæå ìíîãèå
àòòðèáóòû ñàìîé òåîðèè, âñòðå÷àþòñÿ çàäîëãî äî 1970-õ ãîäîâ è ñâÿçàíû ñ èìåíàìè
Êîâàëåâñêîé, Âåéåðøòðàññà, Êëåáøà, îðäàíà, Á¼ð÷íàëëà×îíäè, Áåéêåðà è äðóãèõ.
Â 1961 ãîäó Àõèåçåð îïóáëèêîâàë ðàáîòó ïî ñïåêòðàëüíîé òåîðèè óðàâíåíèÿ (1),
íà êîòîðóþ ñëåäóþò ññûëêè âî âñåõ áîëåå ìåíåå îáñòîÿòåëüíûõ ðàáîòàõ ïî äàííîé
òåìàòèêå.
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21.1. Ìîòèâàöèÿ. Â äàííîé çàìåòêå ìû õîòåëè áû èçëîæèòü òîò àñïåêò òåîðèè,
êîòîðûé íå òîëüêî èñòîðè÷åñêè âîçíèê äî ïîÿâëåíèÿ óïîìÿíóòûõ âûøå, íî è
îòðàæàåò â áîëüøåé ñòåïåíè ïîíèìàíèå ïðåäìåòà íà âåñüìà ïðîñòîì óðîâíå
ìîòèâàöèè. Äîâîëüíî íåîæèäàííî òî, ÷òî ýòîò àêò íå íàøåë îòðàæåíèÿ â
ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå, õîòÿ èìÿ Æ.Äðàø, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò èäåîëîãèÿ è
öåíòðàëüíûå ðåçóëüòàòû, áûëî îáíàðóæåíî óæå â íà÷àëå 1980-õ ãîäîâ. Ñàì Äðàø
îïóáëèêîâàë íà ýòó òåìó â 1919 ãîäó ëèøü äâå êîðîòêèå çàìåòêè â Comptes Ren-
dus áåç äîêàçàòåëüñòâ è îáúÿñíåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ðàñøèðèì ïîÿñíåíèÿ,
à íåîáõîäèìûå äîïîëíèòåëüíûå äîêàçàòåëüñòâà è îáîñíîâàíèÿ äîâîëüíî ïðîñòû è
ìîãóò áûòü ëåãêî ñêîìïåíñèðîâàíû îáðàùåíèåì ê ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå. Â
ïðèëîæåíèè ìû ïðèâîäèì ïåðåâîä äâóõ çàìåòîê Äðàøà â ñèëó èõ ÷ðåçâû÷àéíîé
êðàòêîñòè. Ìû óêàçûâàåì òàêæå íà òîò àêò, ÷òî òåîðèÿ ýêâèâàëåíòíà äðóãîé
êîíöåïöèè êâàäðàòóðíîé èíòåãðèðóåìîñòè, íà÷àâøåéñÿ ðàçðàáàòûâàòüñÿ Ëèóâèëëåì
â 1830-õ ãîäàõ åùå äî ïîÿâëåíèÿ â 184050-õ ãîäàõ çíàìåíèòîé èíòåãðèðóåìîñòè
íåëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.
Èçëàãàÿ òåîðèþ, ìû èñêëþ÷àåì ñîâðåìåííûå àêñèîìàòè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ è
íå ïðèáåãàåì ê àïïàðàòó àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé,
óíêöèÿì ÁåéêåðàÀõèåçåðà, òåîðèè îïåðàòîðîâ, èõ ñïåêòðàì è ò. ä. Êàê ñòàíåò
âèäíî, ¾íàèâíàÿ¿ ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âñå îáúåêòû
òåîðèè ñ íåèçáåæíîñòüþ ïîÿâëÿþòñÿ ñàìè ñîáîé. Ñðåäè íèõ: îðìóëà äëÿ
Ψ-óíêöèè, óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà, àëãåáðàè÷åñêàÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è
ò. ä. Îäíîâðåìåííî ìû ïîëó÷àåì îòâåòû íà âîïðîñû òèïà: îòêóäà áåðåòñÿ
óíäàìåíòàëüíûé ïîëèíîì ïî ñïåêòðàëüíîìó ïàðàìåòðó λ è ïåðåìåííûå γk êàê íóëè
ýòîãî ïîëèíîìà, êàêîâà ðîëü îðìóëû ñëåäîâ, ïî÷åìó âîçíèêàåò ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ
àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ (çàäà÷à ßêîáè)? Íåñìîòðÿ íà ðàçâèòîñòü òåîðèè ìû ïðèâîäèì
àêò, îòñóòñòâóþùèé â ëèòåðàòóðå: îêîí÷àòåëüíóþ êâàäðàòóðíóþ îðìóëó äëÿ Ψ-
óíêöèè (îðìóëà (22)). Ýòà îðìóëà ïîõîæà íà ðåäêî óïîìèíàåìóþ îðìóëó
(4.1213) â ðàáîòå [3℄, íî îòëè÷àåòñÿ òåì ÷åì îòëè÷àþòñÿ ñïåêòðàëüíûé è
âûøåóïîìÿíóòûé ïîäõîäû. àçëè÷èå â ïîäõîäàõ è èõ ýêâèâàëåíòíîñòü îáúÿñíÿåò
èçâåñòíàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ïåðåñòàíîâêå ïàðàìåòðîâ è ïðåäåëîâ â
íîðìàëèçîâàííûõ àáåëåâûõ èíòåãðàëàõ 3-ãî ðîäà.
Ìåòîäèêà â äåéñòâèòåëüíîñòè ïåðåíîñèìà íà äðóãèå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è
è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ. Íà ýòèõ ñðàâíåíèÿõ è îáîáùåíèÿõ ìû íå áóäåì
îñòàíàâëèâàòüñÿ, íî ïðèâîäèì ðàññóæäåíèÿ òàê ÷òîáû îíè ñ íàèìåíüøèìè
èçìåíåíèÿìè ïåðåíîñèëèñü íà äðóãèå ¾êîíå÷íîçîííûå çàäà÷è¿.
Â çàêëþ÷åíèè, óêàæåì ÷òî îáùåïðèíÿòûé âçãëÿä íà Θ-óíêöèîíàëüíîå ðåøåíèå
ïðîáëåìû òîæå âûâîäèì, êàê ñîáñòâåííî è îðìóëà äëÿ Θ-ðÿäà èëè ïîÿâëåíèå Θ-
óíêöèè èìàíà. Ýòè àñïåêòû òåîðèè â äàííîé çàìåòêå íà çàòðàãèâàþòñÿ.
2. Êðàòêîå èçëîæåíèå ñîâðåìåííûõ ðåçóëüòàòîâ
Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè. Ïèîíåðñêàÿ ðàáîòà Íîâèêîâà [1℄ áûëà
íàöåëåíà íà ðåøåíèå ñëåäóþùåé ïðîáëåìû: êàê ïåðåíåñòè ìîçð äëÿ (1) íà
ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ è êàê âûãëÿäÿò, â ýòîì ñëó÷àå, àíàëîãè
âñåõ îáúåêòîâ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè, óæå âåñüìà ðàçâèòîé ê òîìó âðåìåíè äëÿ
3äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ. Ýòè îáúåêòû áûëè ïîñòðîåíû, à
ñàìè ïîòåíöèàëû îêàçàëèñü óäîâëåòâîðÿþùèìè îáûêíîâåííûì äèåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì ïî ïåðåìåííîé x. Ýòè óðàâíåíèÿ, èìåíóåìûå ñåé÷àñ óðàâíåíèÿìè
Íîâèêîâà, ÿâëÿþòñÿ íå ÷åì èíûì êàê ñòàöèîíàðíûìè (ò. å. êîãäà ut = 0)
óðàâíåíèåì ÊäÔ è âûñøèìè ÷ëåíàìè åãî èåðàðõèè. Ñî ñïåêòðàëüíîé òî÷êè
çðåíèÿ ýòè ïîòåíöèàëû îêàçàëèñü õîðîøèìè â òîì ñìûñëå, ÷òî èìåëè êîíå÷íîå
÷èñëî ¾ðàçðåøåííûõ¿ çîí â ñâîåì íåïðåðûâíîì ñïåêòðå: íà âåùåñòâåííîé îñè
ïåðåìåííîé λ èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ, òàêèõ ÷òî åñëè λ áåðåòñÿ
îòòóäà, òî ðåøåíèå Ψ(x;λ) äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ïðè äàííîì u(x)
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé óíêöèåé íà âñåé îñè x ∈ (−∞ . . .∞). Èñòîðè÷åñêè,
òàêèå çàäà÷è óæå ðàññìàòðèâàëèñü (òåîðèÿ Ôëîêå), ãäå x èãðàëî ðîëü âðåìåíè t.
Ïîìèìî òàêîé ñåðüåçíîé èçè÷åñêîé ìîòèâàöèè, òàêèå ïîòåíöèàëû áûëè õîðîøè
òåì, ÷òî âñÿ òåîðèÿ ñòàíîâèëàñü ýåêòèâíîé ñ àíàëèòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ò. ê.
îïèñûâàëàñü èìåþùèìñÿ è ðàçâèòûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì. Îí èñïîëüçóåò
òåîðèþ àëãåáðàè÷åñêèõ óíêöèé, èõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ
íà íèõ è äðóãîå. Ñðàçó îáíàðóæèëîñü, ÷òî òåîðèÿ òðåáóåò ñåðüåçíûõ äîðàáîòîê è
ðàñøèðåíèÿ íà êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñëó÷àè è êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîòåíöèàëû.
Äðóãèì, íå ìåíåå öåííûì, ðåçóëüòàòîì ýòîé ðàáîòû ñòàëî îñîçíàíèå òîãî àêòà,
÷òî óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà ïðåäñòàâèìû êàê êëàññè÷åñêèå ãàìèëüòîíîâû äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû (ïî x). Íîâèêîâ ïðîäåìîíñòèðîâàë òàêóþ èíòåãðèðóåìîñòü äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ
çîí, à ïîçäíåå áûëî äîêàçàíî ÷òî ýòî åñòü îáùèé ïðèçíàê òàêîé èíòåãðèðóåìîñòè
(åëüàíäÄèêèé). Â 1975 ãîäó Äóáðîâèí è Íîâèêîâ ïðèâåëè ïåðâûé ÿâíûé
íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð, êîãäà ïîòåíöèàë çàâèñèò îò äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé t, à
âñÿ òåîðèÿ ñîõðàíÿåò âèä. Ñåé÷àñ ýòî íàçûâàåòñÿ èçîñïåêòðàëüíûìè äåîðìàöèÿìè
èíòåãðèðóåìûõ ïîòåíöèàëîâ. Ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü ýòîò òåðìèí ïðèìåíèòåëüíî ê
ïîòåíöèàëó, ïîñêîëüêó èì ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèå Ψ è ñïåêòð.
Öåíòðàëüíûì îáúåêòîì òåîðèè ñòàëî àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå W (λ, µ) = 0,
ñâÿçûâàþùåå ïåðåìåííóþ λ è ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå µ âòîðîãî îïåðàòîðà Â,
êîììóòèðóþùåãî ñ ïåðâûì îïåðàòîðîì L̂ = d
2
dx2
− u(x) è îïðåäåëÿþùåãî çàäà÷ó
(1). Ýòîò âòîðîé îïåðàòîð è åãî ïîðÿäîê çàâèñèò îò òîãî, êàêîé ïîòåíöèàë âçÿò.
Íàïðèìåð, åñëè ìû èìååì äåëî ñ ñàìèì ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì ÊäÔ u
xxx
−6 u ux =
0, òî îïåðàòîð Â èìååò âèä
Â =
d3
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Öåíòðàëüíàÿ ðîëü àëãåáðàè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ W (λ, µ) = 0 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå êàê íàïîëîâèíó ïðîèíòåãðèðîâàííîå
ñàìî ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèå: åãî êîýèöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ äèåðåíöèàëüíûå
ïîëèíîìû ïî u(x), íî âñå îíè êîíñòàíòû. Â óïîìÿíóòîì 1-çîííîì ñëó÷àå ìû èìååì
(îïóñêàÿ íåñóùåñòâåííûå ïàðàìåòðû) ñîîòíîøåíèå
W (λ, µ) : µ2 = λ3 +
1
4
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u
xx
− 3 u2)λ− 1
8
u u
xx
+
1
16
u2x +
1
4
u3, (3)
4â êîòîðîì âñå êîýèöèåíòû ïåðåä λ3, λ1, λ0 åñòü êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ
Ak. Íîâèêîâ ïîêàçàë êàê ïåðåéòè îò äèåðåíöèàëüíûõ ïåðåìåííûõ u, ux, . . . ê
êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì {p, q}, èñïîëüçóåìûì â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ïîñêîëüêó óïîìÿíóòûå äâà îïåðàòîðà îïðåäåëÿþò ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è L̂Ψ = λΨ
è ÂΨ = µΨ, òî îíè ñàìè êîììóòèðóþò, èìåþò îáùóþ ñîáñòâåííóþ óíêöèþ Ψ(x;λ)
è ñâÿçàíû òåì æå ñàìûì àëãåáðàè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì W (L̂, Â) = 0. Âñå ÷òî
ñäåëàíî äëÿ îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà L̂ áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ Â. Ýòîò àêò âûÿâèë
ãëóáîêóþ ñâÿçü òåîðèè ñ àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèåé îïåðàòîðîâ, è êàê îáíàðóæèë
âñêîðå È.Êðè÷åâåð [2℄, óæå èìåë ìåñòî â êëàññè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, çàáûòîé ê
1970-ì ãîäàì (Á¼ð÷íàëë×îíäè è Áåéêåð 192030-å ãîäû). Ïîçäíåå, èì æå, òàêîé
âçãëÿä íà óðàâíåíèÿ áûë ñèñòåìàòèçèðîâàí è ïðèîáðåë ñåãîäíÿøíèé âèä. Áîëåå òîãî,
ñòàëî ÿñíî, ÷òî òåîðèÿ íå îãðàíè÷èâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà (1) è ÊäÔ (2),
ïåðåíîñèòñÿ íà áîëåå ñëîæíûå îïåðàòîðû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, óðàâíåíèÿ, ìàòðè÷íûå
çàäà÷è è ò. ä. àññìàòðèâàÿ ñîîòíîøåíèå W (λ, µ) = 0 êàê àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ,
ñâÿçûâàþùóþ äâå ïåðåìåííûå λ è µ, ìû äåëàåì íàáëþäåíèå, ÷òî îíà, êàê ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü, âñåãäà èìååò êîíå÷íûé ðîä, òàê êàê ñòåïåíü ïîëèíîìà W (λ, µ) ïî ýòèì
ïåðåìåííûì êîíå÷íà. Ôàêòè÷åñêè, ðîä ýòîé êðèâîé è ÷èñëî çîí â ñïåêòðå îïåðàòîðîâ
L̂, Â åñòü ñîâïàäàþùèå âåëè÷èíû.
Êàê îïèñûâàòü äàííûå ïîòåíöèàëû è ðåøåíèÿ àíàëèòè÷åñêèìè îðìóëàìè? Ýòî
áûëî ñäåëàíî â 1975 ãîäó Ìàòâååâûì è Èòñîì [3℄ è èçâåñòíî êàê çíàìåíèòûå Θ-
óíêöèîíàëüíûå îðìóëû òåîðèè êîíå÷íîçîííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìû çàòðîíåì
ýòîò âîïðîñ ïîçäíåå.
3. Èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ
Â ñîâðåìåííûõ òåîðèÿõ èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñóùåñòâóåò äâå ðàçíîâèäíîñòè ïîíÿòèÿ èíòåãðèðóåìîñòè è îáå,
èñòîðè÷åñêè, ñâÿçàíû ñ èìåíåì Ëèóâèëëÿ.
Ïåðâàÿ, è ñàìàÿ çíàìåíèòàÿ, êàñàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ
äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñèñòåì), åñëè îíè ïðåäñòàâèìû â ãàìèëüòîíîâîé
îðìå è èìåþò èíòåãðàëû äâèæåíèÿ â êîëè÷åñòâå ðàâíîì ðàçìåðíîñòè
êîíèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà. Â äðóãîé òåðìèíîëîãèè ýòà èíòåãðèðóåìîñòü
èçâåñòíà êàê èíòåãðèðóåìîñòü â êâàäðàòóðàõ , õîòÿ íåïîñðåäñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ
êâàäðàòóð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîñòîÿòåëüíóþ ïðîáëåìó. Åñëè èíòåãðàëû
àëãåáðàè÷íû, òî ýòî  òåîðèÿ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, âîñõîäÿùàÿ ê ßêîáè.
Òàêóþ èíòåãðèðóåìîñòü èíîãäà íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêîé.
Âòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê ïåðèîäó ìåæäó 1833 è 1841 ãîäàìè è, òàêèì îáðàçîì,
ïðåäøåñòâîâàëà ïåðâîé, îòíîñÿùåéñÿ ê 184050-ì ãîäàì. Ó Ëèóâèëëÿ îáå
èíòåãðèðóåìîñòè áûëè èíòåãðèðóåìîñòÿìè â êâàäðàòóðàõ. àçëè÷íûìè áûëè ëèøü
îáúåêòû èññëåäîâàíèÿ: íåëèíåéíûå ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ ñ îäíîé ñòîðîíû è
ëèíåéíûå äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è âû÷èñëåíèå íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ
ñ äðóãîé. Áîëåå ïîçäíÿÿ èíòåãðèðóåìîñòü íåëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì
íîñèëà áîëüøå õàðàêòåð ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëîâ (òî÷íûé äèåðåíöèàë dS =
p dq − H dt), õîòÿ Ëèóâèëëü óæå áûë çíàêîì ê òîìó âðåìåíè ñ îðìàëèçìîì
5àìèëüòîíàßêîáè
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. Òåì íå ìåíåå â íà÷àëå 1830-õ ãîäîâ îí àêòè÷åñêè
ïåðâûì íà÷àë êëàññèèöèðîâàòü òðàíñöåíäåíòíûå/àëãåáðàè÷åñêèå óíêöèè è
÷åòêî îðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ¾ïðîèíòåãðèðîâàòü¿ êàê êîíå÷íûé íàáîð îïåðàöèé
íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (çíàê èíòåãðàëà
∫
) íàä âïîëíå îïðåäåëåííûìè
îáúåêòàìè (ðàöèîíàëüíûå èëè àëãåáðàè÷åñêèå óíêöèè) + àëãåáðàè÷åñêèå äåéñòâèÿ
íàä íèìè. Ñåé÷àñ âñå ýòî èçâåñòíî êàê èíòåãðèðîâàíèå â êîíå÷íîì âèäå (inte-
gration in finite terms) èëè â çàìêíóòîé îðìå (losed form), à ïðèìåíèòåëüíî ê
ëèíåéíûì äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì  êàê òåîðèÿ ËèóâèëëÿÏèêàðàÂåññèî
è äèåðåíöèàëüíàÿ òåîðèÿ àëóà. Íàïðèìåð Ëèóâèëëü ïîêàçàë, ÷òî èíòåãðàë
óðàâíåíèÿ Ψ′′ − xΨ = 0 (óðàâíåíèå ËèóâèëëÿÝéðè) íå ïðåäñòàâèì â ýëåìåíòàðíûõ
óíêöèÿõ. Ïîñëåäíèå ðàçóìååòñÿ áûëè îïðåäåëåíû.
Â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðààõ ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè ðå÷ü èäåò î ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷å (1), ò. å. äèåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ñ ïàðàìåòðîì, òî îáå èíòåãðèðóåìîñòè
ñîâïàäàþò, à âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå îáúåêòû ïîÿâëÿþòñÿ ñàìè ñîáîé. Òàêèì
îáðàçîì åñòåñòâåííàÿ ïîñòàíîâêà âîïðîñà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
• Ïðè êàêèõ óíêöèÿõ u(x) äèåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) èíòåãðèðóåòñÿ â
êâàäðàòóðàõ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ? Êëàññ óíêöèé îò êîòîðûõ
ýòè èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóåò ÿâíî îïèñàòü.
Èìåííî òàêàÿ îðìóëèðîâêà âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòàõ 1919 ãîäà ðàíöóçñêîãî
ìàòåìàòèêà Æ.Äðàøà (18711941).
Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî òåðìèíîëîãèÿ òî÷íàÿ èíòåãðèðóåìîñòü ñïåêòðàëüíûõ
çàäà÷ (ëèíåéíûõ óðàâíåíèé) è óñëîâèé èõ ñîâìåñòíîñòè ([L,A]-ïàðû è íåëèíåéíûå
óðàâíåíèÿ íà èõ êîýèöèåíòû) èñïîëüçóåòñÿ â ëèòåðàòóðå äàâíî è â ðàçíûõ
òðàêòîâêàõ. Ìû óêàçûâàåì íà òî, ÷òî âñå ýòè èíòåãðèðóåìîñòè èäåíòè÷íû
¾íàèâíîìó¿ ïîíÿòèþ, ò. å. êîíå÷íîìó íàáîðó çíà÷êîâ èíòåãðàëà, è ýêâèâàëåíòíû
ëèóâèëëåâñêîé èíòåãðèðóåìîñòè â êâàäðàòóðàõ ëèíåéíûõ äèåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, êîòîðàÿ áîëåå ýëåìåíòàðíà ÷åì èíòåãðèðóåìîñòü íåëèíåéíûõ
ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.
4. Æ.Äðàø è êîíå÷íîçîííûå ïîòåíöèàëû
Äàæå áåãëûé âçãëÿä íà îðìóëû (ñì. ïðèëîæåíèå) ïîêàçûâàåò, ÷òî èì áûëè
ðåøåíû ïðèíöèïèàëüíûå ïðîáëåìû çà èñêëþ÷åíèåì Θ-óíêöèîíàëüíûõ îðìóë
è ãàìèëüòîíîâîñòè óðàâíåíèé. Ôîðìóëèðîâêà ïðîáëåìû ïî Äðàøó ñîâåðøåííî
ïðîçðà÷íà, ýëåìåíòàðíà è ãëóáîêî ìîòèâèðîâàíà.
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ßêîáè áûë â Ïàðèæå â 1842 ïåðåä òåì êàê äàòü ñâîè Ëåêöèè ïî äèíàìèêå â Ê¼íèãñáåðãå.
Äî ýòîãî, â 1838 ãîäó, Ëèóâèëëü ïðîñèë îäíîãî èç ñâîèõ äðóçåé ïåðåâåñòè äëÿ ñâîåãî æóðíàëà
(Journal de Mathematique pures et appliquees) äâå çàìåòêè ßêîáè ïî îðìàëèçìó àìèëüòîíà
ßêîáè, îïóáëèêîâàííûõ ãîäîì ðàíåå â æóðíàëå Êðåëëÿ. Â òîì âèäå â êàêîì ðåçóëüòàòû Ëèóâèëëÿ
èçâåñòíû ñåé÷àñ, îíè áûëè îïóáëèêîâàíû òîëüêî â ñåðåäèíå 1850-õ ãîäîâ. Ìåæäó ýòèìè ïåðèîäàìè
áûëà ðåâîëþöèÿ 1848 ãîäà è ñïàä ìàòåìàòè÷åñêîé àêòèâíîñòè Ëèóâèëëÿ: îí áûë èçáðàí ÷ëåíîì
Íàöèîíàëüíîé Àññàìáëåè (äàæå èçëîæèâ ñâîè ïîëèòè÷åñêèå âçãëÿäû) è ðàáîòàë â êîìèòåòå ïî
èíàíñàì.
64.1. ¾Íåñïåêòðàëüíûé¿ âçãëÿä íà ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è. Îáúåêòîì
ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ äèåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì, êîòîðîå
íàäî ðåøèòü (â êàêîì-ëèáî ñìûñëå) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïîñëåäíåãî. Ýòî äèêòóåòñÿ
òðåáîâàíèåì èìåòü ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ óíêöèé, ðàçëîæåíèÿ ïî ýòîìó
áàçèñó, îðòîãîíàëüíîñòü, ðàçáèåíèå åäèíèöû, ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ, ñïåêòðàëüíûå
ìàòðèöû-ïëîòíîñòè è ò. ä
2
. Îäíèì ñëîâîì, â êà÷åñòâå îòâåòà äîëæíû áûòü áîëåå
ìåíåå ÿâíûå îðìóëû äëÿ óíêöèè Ψ êàê óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ x è λ. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû áóäåì èìåòü ëèøü ÷àñòíûå ïðèìåðû ïðîèíòåãðèðîâàííîãî
óðàâíåíèÿ (1) ñ êîíêðåòíûì êîýèöèåíòîì u(x) è êîíêðåòíûìè λ. Òàêèõ
ïðèìåðîâ ê òîìó âðåìåíè áûëî èçâåñòíî íå ìàëî (íàïðèìåð óíêöèè Ýðìèòà), íî
âîïðîñ î ïðîèçâîëüíîñòè λ, êàê âèäèì, ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì. Äðàø òðåáóåò
ðàçðåøèìîñòü íåîïðåäåëåííûìè êâàäðàòóðàìè, âûäåëÿÿ êóðñèâîì . . . îñòàâëÿÿ
ïàðàìåòð h ïðîèçâîëüíûì.
àçóìååòñÿ ìîæíî ïðèâåñòè áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ ïðîèíòåãðèðîâàííûõ
óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì
3
. Îäíàêî åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ñïîñîá âõîæäåíèÿ λ â
óðàâíåíèå áûë êàê â (1), òî îêàæåòñÿ ÷òî ýòî â âûñøåé ñòåïåíè íåòðèâèàëüíàÿ
çàäà÷à. Âñå òàêèå íåìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû áûëè èçâåñòíû íàïåðå÷åò è ïîÿâëåíèå
íîâûõ äàëî áîëüøîé ñòèìóë ðàçâèòèþ òåîðèè óðàâíåíèÿ (1). Èìåííî ìîçð è
êîíå÷íîçîííîå èíòåãðèðîâàíèå äàëè òàêèå íîâûå ïðèìåðû è, êàê ìû óâèäèì äàëåå,
ýòî âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè. Ýòî áûëî îáúÿâëåíî Äðàøåì îòêðûòûì òåêñòîì, õîòÿ
è áåç äîêàçàòåëüñòâ. ×òî êàñàåòñÿ òåîðèè îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, òî ýòîò
êëàññ ïîòåíöèàëîâ òîæå äàåò îòâåò íà âñå âîïðîñû ïîñëåäíåé, åñëè íàëîæèòü
¾ðàçóìíûå¿ ïîæåëàíèÿ íà àíàëèòè÷åñêóþ ýåêòèâíîñòü îðìóë äëÿ ìàòðèöû
ðàññåÿíèÿ, êîýèöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ è ò.ï.
Äàëåå, ïîñëå òàêîé ¾íåñïåêòðàëüíîé¿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è, Äðàø ïðåäúÿâèë ïî÷òè
âñå êëþ÷åâûå îðìóëû îïèñûâàþùèå åå ðåøåíèå: 1) âåñü êëàññ êîíå÷íîçîííûõ
ïîòåíöèàëîâ îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà; 2) àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå äëÿ íèõ; 3)
óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà è èõ èíòåãðàëû; 4) óðàâíåíèå íà ðåçîëüâåíòó è åå îáîáùåíèå
íà òðàíñöåíäåíòû Ïåíëåâå; 5) êâàäðàòóðíàÿ îðìóëà äëÿ Ψ(x;λ); 6) óðàâíåíèÿ
Äóáðîâèíà íà ïîëþñà Ψ-óíêöèè; 7) èíòåãðàëüíàÿ îðìóëà ýòèõ óðàâíåíèé
â âèäå çàäà÷è îáðàùåíèÿ ßêîáè; 8) îðìóëû ñëåäîâ (ïîòåíöèàë êàê àáåëåâà
óíêöèÿ); 9) ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó íà àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ
(äîáàâëåíèå/óäàëåíèå êðàòíûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ). È ýòî âñå â äâóõ êðàòêèõ çàìåòêàõ
â Comptes Rendus. Ïîñëåäóþùèå ðàáîòû Äðàøà òîæå ïîñâÿùåíû êâàäðàòóðíîé
èíòåãðèðóåìîñòè, íî íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Áîëüøå ê ýòîé òåìå îí íå âîçâðàùàëñÿ.
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Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è ïî÷òè âñåãäà âîçíèêàþò èç ïîòðåáíîñòåé ðàçëàãàòü ïðîèçâîëüíûå
óíêöèè (íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ò. ä.) ïî áàçèñó ñîáñòâåííûõ óíêöèé ýòèõ çàäà÷. Ýòî ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì àíàëîãîì ðàçëîæåíèé óíêöèé â ðÿäû Ôóðüå ïî ñèíóñàì è êîñèíóñàì, êàê ñîáñòâåííûì
óíêöèÿì çàäà÷è Ψ′′+λ2Ψ = 0. Îðòîãîíàëüíîñòü âëå÷åò âîçìîæíîñòü ïðåäúÿâèòü ÿâíûå îðìóëû
äëÿ êîýèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé. Ôàêòè÷åñêè òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà
îñè x ∈ (−∞ . . .∞) èññëåäîâàëàñü â óïîìÿíóòîé ðàáîòå Àõèåçåðà (ÄÀÍ ÑÑÑ (1961), 141(2), 263
266).
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Íàïðèìåð âçÿâ íàïåðåä çàäàííóþ óíêöèþ, ñîäåðæàùóþ λ, è ïîñòðîèâ ëèíåéíîå
äèåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó îíà óäîâëåòâîðÿåò: ÷àñòî âñòðå÷àþùàÿñÿ øóòêà ïî ïîâîäó
òðàêòîâêè ìåòîäà ¾îáðàòíîé¿ çàäà÷è.
7Ê òîìó âðåìåíè (1920-å ãîäû) ïîíÿòèå êâàäðàòóðíîé èíòåãðèðóåìîñòè áûëî
äîâîëüíî ÷åòêî ñîðìóëèðîâàíî, ïîýòîìó Äðàø áåç ïîÿñíåíèé èñïîëüçîâàë ïîíÿòèå
ãðóïïû ðàöèîíàëüíîñòè óðàâíåíèÿ èç òåîðèè ÏèêàðàÂåññèî. Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè
äîïîëíèòåëüíî êîììåíòèðîâàòü ýòó îáøèðíóþ òåìó ìû ïðåäëîæèì äðóãóþ
ìîòèâàöèþ è ìåòîäèêó âûâîäà êâàäðàòóðíîé èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ (1). Îíà
äàæå áîëåå èçâåñòíà ÷åì óïîìÿíóòàÿ òåîðèÿ, áîëåå ðàçâèòà è àëãîðèòìèçèðîâàíà. Ýòî
 òåîðèÿ íåïðåðûâíûõ ñèììåòðèé Ëè èëè, â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè, ãðóïïîâîé
àíàëèç äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ê óðàâíåíèþ (1), íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî,
ýòîò ïîäõîä íå ïðèìåíÿëñÿ. Åãî èñòîðè÷åñêîé ìîòèâàöèåé ÿâëÿåòñÿ òîæå ñàìîå:
êàê èíòåãðèðîâàòü äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â êâàäðàòóðàõ? Â òîì âèäå â
êàêîì íàì ïîòðåáóåòñÿ, ñâåäåíèÿ èç ýòîé òåîðèè ïîëíîñòüþ ñîäåðæàòñÿ â Àçáóêå
ãðóïïîâîãî àíàëèçà Í.Èáðàãèìîâà.
Â íà÷àëå ïåðâîé çàìåòêè Äðàø óïîìèíàåò îáùóþ çàäà÷ó ØòóðìàËèóâèëëÿ
d
dz
(
k(z)
dψ
dz
)
+
(
l(z)− λ g(z))ψ = 0 (4)
è åå ñâîäèìîñòü (òîæå êâàäðàòóðàìè) ê óðàâíåíèþ (1). Èíûìè ñëîâàìè, âñå ÷òî áóäåò
ñäåëàíî äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåïèñûâàåòñÿ äëÿ äðóãîãî. Ïîñêîëüêó îáà óðàâíåíèÿ
ëèíåéíûå, òî ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè Ψ è ψ äîëæíà áûòü òîæå ëèíåéíîé, à
ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ëèøü ê çàìåíå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé z → x. Ýòî äåëàåòñÿ,
êàê ñêîðåå âñåãî èìåë â âèäó Äðàø, ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè Ëèóâèëëÿ. Â ñàìîì
äåëå, äåëàÿ â óðàâíåíèè (4) çàìåíó ïåðåìåííîé z → x è òðåáóÿ ÷òîáû óðàâíåíèå
ïðèîáðåëî êàíîíè÷åñêèé âèä (1), ìû ïîëó÷àåì îðìóëû ïåðåõîäà:
x =
z∫ √
g(z)
k(z)
dz, Ψ(x) = 4
√
g(z)k(z)ψ(z), (5)
ãäå Ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òèïà (1)
Ψ
xx
−
{
1
4
k2(z)
g2(z)
(
g(z)
k(z)
)
zz
− 5
16
k3(z)
g3(z)
(
g(z)
k(z)
)
z
+
k
zz
(z)
2g(z)
− kz
2(z)
4g(z)k(z)
− l(z)
g(z)
}
Ψ = λΨ,
â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ z äîëæíà áûòü çàìåíåíà âûðàæåíèåì z = z(x), ïîëó÷åííûì
îáðàùåíèåì ïåðâîé îðìóëû â (5).
5. Êâàäðàòóðíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà
Äëÿ îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ íåîáõîäèìî íàéòè ãðóïïó/àëãåáðó ñèììåòðèé
äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1). Åñëè îíà îêàæåòñÿ ðàçðåøèìîé, òî ïðîöåäóðà
èíòåãðèðîâàíèÿ, ò. å. ïåðåõîä ê íîâûì ¾èíòåãðèðóåìûì¿ ïåðåìåííûì ðåøàåòñÿ
ñîâåðøåííî ñòàíäàðòíî, ïî èçâåñòíûì ìåòîäèêàì èç òåîðèè íåïðåðûâíûõ ñèììåòðèé.
Íàøå óðàâíåíèå èìååò ïîðÿäîê 2, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî èìåòü 2-õ ïàðàìåòðè÷åñêóþ
ãðóïïó, ò. ê. òàêàÿ âñåãäà ðàçðåøèìà. Ïîèñê ñèììåòðèé îçíà÷àåò îïðåäåëèòü
èíèíèòåçèìàëüíûé ãåíåðàòîð ãðóïïû Ĝ, ò. å. íàéòè óíêöèè ζ(x,Ψ), η(x,Ψ) åãî
îïðåäåëÿþùèå:
Ĝ = ζ(x,Ψ) ∂x + η(x,Ψ) ∂Ψ.
8Âûïîëíÿÿ òàêèå äåéñòâèÿ (êîòîðûå äàâíî êîìïüþòåðèçèðîâàíû), ìû ïîëó÷àåì
Ĝ = (aΨ+R) ∂x +
{
a′Ψ2 +
(
1
2
R′ + α
)
Ψ+ b
}
∂Ψ,
ãäå óíêöèè a(x;λ), b(x;λ) åñòü ëþáûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), α  ëþáàÿ êîíñòàíòà,
à R(x;λ)  íîâàÿ óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ 3-ãî ïîðÿäêà
R′′′ − 4 (u+ λ)R′ − 2 u′R = 0. (6)
Ôóíêöèè a(x), b(x) íè÷åãî íå äàþò, ò. ê. ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ, êîòîðîå
ïîäëåæèò èíòåãðèðîâàíèþ
4
. Ïîëîæèì èõ ðàâíûìè íóëþ. Îñòàâøàÿñÿ êîíñòàíòà α
ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñèììåòðèè íå èñ÷åçàþò è îñòàåòñÿ äâå îäíî-ïàðàìåòðè÷åñêèå
ãðóïïû. Ýòî â òî÷íîñòè òî ÷òî íàì òðåáóåòñÿ:
Ĝ1 = Ψ ∂Ψ, Ĝ2 = 2R∂x +R
′Ψ ∂Ψ.
Òàêèì îáðàçîì èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîèíòåãðèðîâàííûì, åñëè
ñ÷èòàòü ïðîèíòåãðèðîâàííûì óðàâíåíèå (6). Íà ïåðâûé âçãëÿä óðàâíåíèå (6)
ñëîæíåå èñõîäíîãî (1) (ñì. êîììåíòàðèé â  6.3). Ýòî óíäàìåíòàëüíîå óðàâíåíèå
êîíå÷íî õîðîøî èçâåñòíî è ìíîãîêðàòíî âñòðå÷àåòñÿ â ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ ïî
òåîðèè ñîëèòîíîâ. Â ñïåêòðàëüíûõ ïîäõîäàõ îíî èçâåñòíî êàê óðàâíåíèå íà ÿäðî
ðåçîëüâåíòû, íî ìû áóäåì èçáåãàòü êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ òðàêòîâîê. Ïî
âèäèìîìó âïåðâûå îíî âîçíèêëî è îáñóæäàëîñü â ðàáîòå Ëèóâèëëÿ 1839 ãîäà [5,
ñòð. 430431℄ êàê óðàâíåíèå íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðåøåíèé R = Ψ1Ψ2 ïðè÷åì â
òîì æå êîíòåêñòå  èíòåãðèðîâàíèå ëèíåéíîãî äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-
ãî ïîðÿäêà â ÿâíîé îðìå. Ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð ó Ëèóâèëëÿ íå ïðèñóòñòâóåò
è îí ðàññìàòðèâàë èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ â êîíòåêñòå àëãåáðàè÷åñêîé
èíòåãðèðóåìîñòè: ïîèñê ñëó÷àåâ, êîãäà ðåøåíèå áóäåò àëãåáðàè÷åñêîé óíêöèåé îò
x.
Âåðíåìñÿ ê ïðîöåäóðå èíòåãðèðîâàíèÿ. Òî÷å÷íàÿ çàìåíà (ñïîñîáû ïîèñêà êîòîðîé
òîæå îòðàáîòàíû [4℄) ñòàðûõ ïåðåìåííûõ (x,Ψ) ê íîâûì ¾èíòåãðèðóåìûì¿ (z, w)
èìååò âèä [4, ñòð. 111, ñëó÷àé 3◦℄
z =
x∫
dx
R(x;λ)
, w = ln
Ψ√
R(x;λ)
.
Â íîâûõ ïåðåìåííûõ, êàê ýòî ñëåäóåò èç òåîðèè Ëè, óðàâíåíèå (1) äîëæíî ñòàòü
¾ýëåìåíòàðíî ðåøàåìûì¿. Ïîñëå ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
w
zz
+ wz
2 = −1
2
RR′′ +
1
4
R′2 + (u+ λ)R2. (7)
Ïîêà ýòîãî íåëüçÿ ñêàçàòü íî, êàê çàìå÷àåò Äðàø, óðàâíåíèå (6) èìååò ïåðâûé
èíòåãðàë. Ýòà ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ îðìà èìååò âèä
µ2 = −1
2
RR′′ +
1
4
R′2 + (u+ λ)R2, (8)
ãäå µ2  êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Îíà ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíà è íè îò ÷åãî íå
çàâèñèò, â òîì ÷èñëå îò λ (!).
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Ýòî åñòåñòâåííî, ò. ê. ëèíåéíîå óðàâíåíèå âñåãäà èìååò ñèììåòðèþ ñäâèãà Ψ → Ψ + ε ϕ(x) íà
ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ϕ(x) ñàìîãî óðàâíåíèÿ.
9Âîçìîæíîñòü ïðîèíòåãðèðîâàòü îäèí ðàç âñÿêîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå õîðîøî
èçâåñòíà. Ýòî âñåãäà äåëàåòñÿ ÷åðåç ëîãàðèìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ φ = R′/R.
Ìû îäíàêî ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè òàêîé ïîäñòàíîâêå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ
íå ïîÿâëÿåòñÿ â óðàâíåíèè íà íîâóþ ïåðåìåííóþ φ. Èíòåãðàë µ íå ñâÿçàí
ñ ýòîé ïîäñòàíîâêîé, íî êàê îòìå÷àåò Äðàø, òàêàÿ èíòåãðèðóåìîñòü ñâÿçàíà
ñ ñàìîñîïðÿæåííîñòüþ óðàâíåíèÿ (6). Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (8), ïîëó÷àåì ÷òî
äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå (7) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ, ïîñêîëüêó ïðèíèìàåò âèä
w
zz
+ wz
2 = µ2.
Âîçâðàùàÿñü íàçàä, ê ïåðåìåííûì (x,Ψ), ïîëó÷àåì îðìóëó äëÿ Ψ:
Ψ±(x; λ) =
√
R(x;λ) exp
x∫ ±µ dx
R(x;λ)
. (9)
åøåíèå ïîëó÷åíî, íî ñ òî÷íîñòüþ äî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8). Ýòî óðàâíåíèå òîæå
õîðîøî èçâåñòíî. Â ÷àñòíîñòè, ÷òî åãî ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò ïîëèíîìîì ïî λ, åñëè
òàêîâûì áóäåò óíêöèÿ R(x;λ). Òàêàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ îðìóëà äëÿ R(x;λ), êàê
¾õîðîøèé¿ àíçàö, èçâåñòíà â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå. Îá ýòîì æå ïèøåò è Äðàø.
Çàáåãàÿ âïåðåä (ñì.  6.3) ñêàæåì, ÷òî çàâèñèìîñòü Ψ-óíêöèè îò λ äîâîëüíî ñëîæíà,
êàê ýòî ìîæíî âèäåòü èç ìîçð èëè îáùåé òåîðèè êîíå÷íîçîííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ:
îíà îïèñûâàåòñÿ íà ÿçûêå Θ-óíêöèé è àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ.
Òåì íå ìåíåå ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî è ýòîò àíçàö ìåòîäè÷åñêè âûâîäèì, åñëè
ïðîäîëæàòü ïðèäåðæèâàòüñÿ èäåîëîãèè èíòåãðèðóåìîñòè â êâàäðàòóðíîé îðìå.
6. Êàê ïîÿâëÿåòñÿ óíäàìåíòàëüíûé ïîëèíîì ïî λ?
6.1. Çàâèñèìîñòü óíêöèè R îò λ. Ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå (1) êàê
àëãåáðàè÷åñêîå (ïîëèíîìèàëüíîå) ïî λ è äèåðåíöèàëüíîå ïî x. Íå îáñóæäàÿ
îòäåëüíî, áóäåì ñ÷èòàòü âñå çàâèñèìîñòè óíêöèé R è Ψ îò ïåðåìåííûõ (λ, x)
àíàëèòè÷åñêèìè. Çíà÷èò êàê Ψ òàê è R ðàçëîæèìû â ðÿäû ËîðàíàÒåéëîðà ïî
ïåðåìåííîé λ. Ïîñêîëüêó ìû ëîãè÷åñêè ïðèøëè îò Ψ-óíêöèè ê óíêöèè R,
íàïèøåì äëÿ íåå, êàê è äëÿ ëþáîé àíàëèòè÷åñêîé óíêöèè âîîáùå, ðÿä Ëîðàíà.
Â êà÷åñòâå òî÷êè λ0, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ìû íàìåðåâàåìñÿ ðàçëàãàòü óíêöèè,
ìîæíî âçÿòü ëþáóþ êîíå÷íóþ òî÷êó ïëîñêîñòè (λ). Íî â òàêèõ ñëó÷àÿõ âñå
äàëüíåéøèå îðìóëû áóäóò ñîäåðæàòü ýòó ¾íîðìèðîâî÷íóþ¿ (èëè ¾íà÷àëüíóþ¿)
òî÷êó λ0. ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî, ìû áåðåì òî÷êó λ0 = ∞, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì
ðàçëîæåíèÿ, ñïðàâåäëèâûå âñþäó â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè (λ). Äîáàâèì ïðè
ýòîì, ÷òî áóäó÷è ïîëèíîìèàëüíûì ïî λ, íàøå óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííóþ
îñîáåííîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, ýòî îáúÿñíÿåò âûäåëåííóþ ðîëü
òî÷êè λ =∞, à ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò áðàòü èìåííî â åå îêðåñòíîñòè5. Âïåðâûå òàêèå
ðàçëîæåíèÿ ñòàëè äåëàòü åëüàíä è Äèêèé (1975), íî ìû îòìåòèì ÷òî ýòè ðÿäû
5
Åñëè áû ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ñîäåðæàëà áû îñîáåííîñòè â íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ òî÷êàõ λk, âûøå
ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ñëåäîâàëî áû âèäîèçìåíèòü è ðàññìàòðèâàòü ðàçëîæåíèÿ â îêðåñòíîñòè
ýòèõ îñîáåííîñòåé. Â ñîâðåìåííûõ òåîðèÿõ òàêèå ñëó÷àè âñòðå÷àþòñÿ è ñîîòâåòñòâóþò òåîðèÿì ñ
òàê íàçûâàåìûìè ìíîãîòî÷å÷íûìè óíêöèÿìè ÁåéêåðàÀõèåçåðà.
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ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü íå êàê îðìàëüíûå, à êàê ðåàëüíûå àíàëèòè÷åñêèå ðÿäû:
R(x;λ) = R0(x) +R1(x) ζ +R2(x) ζ
2 + · · ·+Rk(x) ζk + · · · , ãäå ζ = 1
λ
.
Äàëåå â òåîðèè õîðîøî ïîÿâëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ íà
êîýèöèåíòû Rk, èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ðåêóðñèè, äèåðåíöèàëüíûå ïîëèíîìû
ïî u(x) è ò. ï. Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü ýòè äåòàëè, íî ïðîäîëæèì ñëåäîâàòü îñíîâíîé
ìîòèâàöèè. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè (!), îáùèé âèä çàâèñèìîñòè óíêöèè R îò îáåèõ
ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì
R(x;λ) = 1−
(
1
2
u− c1
)
ζ −
(
1
8
u
xx
− 3
8
u2 +
1
2
c1u− c2
)
ζ2 + · · · .
Íîâûå êîíñòàíòû ck ïîÿâèëèñü, òàê êàê ðåêóððåíöèè ñîäåðæàò èíòåãðèðîâàíèå ïî x
íà êàæäîì øàãå. Îòìåòèì ïîêà, ÷òî ñ÷èòàÿ ïîòåíöèàë u(x) çàèêñèðîâàííûì, âñÿ
çàâèñèìîñòü îò âñåõ ïåðåìåííûõ óíêöèè R, âêëþ÷àÿ çàâèñèìîñòü îò òðåõ êîíñòàíò
èíòåãðèðîâàíèÿ C1,2,3 óðàâíåíèÿ (6), êîòîðîìó îíà óäîâëåòâîðÿåò, ñîäåðæèòñÿ â ýòîé
îðìóëå è â êîíñòàíòàõ ck. Âåëè÷èíà µ òîæå çàâèñèò îò C1,2,3, ëèáî åå ìîæíî ñ÷èòàòü,
â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà C1,2,3, îäíîé èç ýòèõ êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ. Âñå ýòè
çàâèñèìîñòè ïîêà ñëîæíû è íåèçâåñòíû, à ïîòåíöèàë u(x) ñîâåðøåííî ïðîèçâîëåí
è îãðàíè÷åí ëèøü òðåáîâàíèåì áûòü àíàëèòè÷åñêîé óíêöèåé. Àíàëèòè÷íîñòü âñåõ
óíêöèé ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü âñþäó è â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ. Ïîäñòàâèâ
ïîñëåäíåå ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèå (8) ìû ïîëó÷èì
ζ µ2 = 1 + 2 c1ζ +
(
2 c2 + c
2
1
)
ζ2 + 2
(
c3 + c1c2
)
ζ3 + · · ·+ îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü,
ãäå ¾îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü¿ îçíà÷àåò òå ñëàãàåìûå, êîòîðûå ñîäåðæàò ïîòåíöèàë u(x)
è åãî ïðîèçâîäíûå u(k). Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äî òåõ ïîð ïîêà
óíêöèÿ R îïðåäåëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ðÿäîì ïî λ, ò. å. òðàíñöåíäåíòíà, ïåðâàÿ
÷àñòü, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî êîíñòàíòû ck, â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè áóäåò áåñêîíå÷íà.
Áåñêîíå÷íûì áóäåò è ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ îò u âî âòîðîé ÷àñòè. Âåñü ýòîò ðÿä,
ïî ïîñòðîåíèþ, åñòü êîíñòàíòà ζµ2, à òðåáîâàíèå áûòü êîíñòàíòîé ïðè ëþáûõ λ
ãîâîðèò î òîì ÷òî êîíñòàíòîé áóäåò êàæäûé êîýèöèåíò ïåðåä ζ . Îäíèì ñëîâîì
âñÿ çàâèñèìîñòü îò u(x) óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü. Â òî æå âðåìÿ âïîëíå ïîíÿòíî,
÷òî êâàäðàòóðíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü èìååò ìåñòî íå ïðè ëþáûõ ïîòåíöèàëàõ. ×òîáû
ïîëó÷èòü óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàë êîíå÷íîãî ïîðÿäêà (è äàæå ïîëó÷èòü õîòü êàêèå-òî
óñëîâèÿ) ìû ïðèõîäèì ê åäèíñòâåííîé íåîáõîäèìîñòè: ïîëîæèòü ðÿä êîíå÷íûì.
• Ôóíäàìåíòàëüíàÿ óíêöèÿ R(x;λ) äîëæíà áûòü ïîëèíîìîì ïî λ:
R([u];λ) = λg +R1([u])λ
g−1 + · · ·+Rg−1([u])λ+Rg([u]). (10)
Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû áóäåì îòìå÷àòü çàâèñèìîñòü óíêöèè R îò x
êàê R([u];λ) èìåÿ ââèäó òî ÷òî îíà ñòàíîâèòñÿ äèåðåíöèàëüíûì ïîëèíîìîì
îò ïîòåíöèàëà. Òàêèì îáðàçîì ïîëèíîìèàëüíîñòü ýòîé óíêöèè åñòü íå ïðîñòî
ïðîñòåéøàÿ çàâèñèìîñòü, íî è åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü. Äëÿ ñïðàâîê ïðèâåäåì
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ðåêóððåíòíûå îðìóëû äëÿ êîýèöèåíòîâ Rk:
R([u];λ) =
g∑
n=0
λn
g−n∑
j=0
cj Rg−n−j, c0 = R0 = 1, R1 = −
1
2
u,
Rk =
1
8
k−1∑
j=1
(
2R′′j Rk−j−1 −R′j R′k−j−1 − 4Rj Rk−j − 4uRj Rk−j−1
)− 1
2
uRk−1 (k > 1).
6.2. Ïîÿâëåíèå àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé. Îäíîêðàòíî ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ
îðìà (8) äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6) ñòàíîâèòñÿ âûðàæåíèåì âèäà
µ2 = λ2g+1 + I1(ck) λ
2g + · · ·+ I2g([u]; ck) λ+ I2g+1([u]; ck). (11)
Åñëè ïî ïðåæíåìó ñ÷èòàòü µ âåëè÷èíîé íå çàâèñÿùåé îò λ, òîãäà âûðàæåíèå (11)
áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé äèåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ïîòåíöèàë, ñîäåðæàùåå
λ. Ýòî íå äîïóñòèìî, òàê êàê ïîòåíöèàë íå äîëæåí çàâèñåòü îò λ. Çíà÷èò
âåëè÷èíà µ äîëæíà ñòàòü çàâèñèìîé îò λ ïîñðåäñòâîì ýòîãî óðàâíåíèÿ, à ñàìî
λ ïî ïðåæíåìó îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî êàæäûé êîýèöèåíò Ik
äîëæåí áûòü êîíñòàíòîé Ak íå çàâèñÿùåé îò λ è, òàêèì îáðàçîì, ïîðîæäàòü
äèåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ik([u]; c) = Ak êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íà ïîòåíöèàë. Ýòè
óðàâíåíèÿ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Íîâèêîâà, íå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó,
ò. ê. ìû çíàåì ÷òî èíòåãðèðóåìûå ïîòåíöèàëû ñóùåñòâóþò (íàïðèìåð, âñå ñîëèòîíû).
Íàáîð êîýèöèåíòîâ Ik ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ìíîæåñòâà: êîíñòàíòû ck è ñîáñòâåííî
êîýèöèåíòû âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàë u(x) è åãî ïðîèçâîäíûå êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà.
×òî êàñàåòñÿ µ êàê êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, òî åå çàâèñèìîñòü îò λ óêàçàííîãî
âèäà îçíà÷àåò âûáîð ÷àñòíîãî è ïîëèíîìèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6). Îíà
çàâèñèò åùå è îò ïîòåíöèàëà ÷åðåç êîíñòàíòû Ak è ck. Óðàâíåíèå (11) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïåðâûé óíäàìåíòàëüíûé îáúåêò òåîðèè êîíå÷íîçîííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ:
àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ W (λ, µ) = 0, ñâÿçûâàþùóþ ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð λ è
ïàðàìåòð µ. Â ñîâðåìåííûõ îðìóëèðîâêàõ ýòà êðèâàÿ, èçâåñòíàÿ êàê ñïåêòðàëüíàÿ
êðèâàÿ, ÷àñòî âûñòóïàåò êàê ïåðâè÷íûé îáúåêò, à äàëüíåéøàÿ òåîðèÿ ñòðîèòñÿ ïî
íåé àêñèîìàòè÷åñêè.
6.3. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó Ψ-óíêöèåé è óíêöèåé R. Âîçìîæíî ëè âûâåñòè
òåîðèþ, âêëþ÷àÿ åå äàëüíåéøåå èçëîæåíèå, èñïîëüçóÿ òîëüêî ñàìî óðàâíåíèå (1) íå
ïðèáåãàÿ ê óíêöèè R? Ïî âñåé âèäèìîñòè íåò. Èç óðàâíåíèÿ (1) ìû èìååì, ÷òî
ëîãàðèìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ φ = Ψx/Ψ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ èêêàòè
φx(x;λ) + φ(x;λ)
2 = u(x) + λ, (12)
à âûðàæåíèå φx+φ
2
åñòü ëèíåéíàÿ óíêöèÿ îò λ. Êàêîé â ýòîì ñëó÷àå äîëæíà áûòü
çàâèñèìîñòü φ îò λ? Ïðîñòûå äîãàäêè íå ïðèâîäÿò ê óñïåõó, îäíàêî èç îðìóëû (9)
φ(x;λ) =
µ(λ) + 1
2
R′([u];λ)
R([u];λ)
(13)
ìû âèäèì ÷òî φ(x;λ) åñòü äîâîëüíî ñïåöèàëüíîãî âèäà àëãåáðàè÷åñêàÿ óíêöèÿ îò λ
ïðèíàäëåæàùàÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé èððàöèîíàëüíîñòè (11): îòíîøåíèå ÷èñëèòåëÿ
µ(λ) + 1
2
Rx(λ) è çíàìåíàòåëÿ R(λ). Êîýèöèåíòàìè â íèõ ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûå
12
çàâèñèìîñòè îò ïîòåíöèàëà, à ñàì ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì,
ñîäåðæàùèì äîïîëíèòåëüíûå êîíñòàíòû ck. Èíûìè ñëîâàìè, â òåðìèíàõ R-óíêöèè,
λ-çàâèñèìîñòü ïðîñòà, à ïîÿâëåíèå ñàìîé ýòîé óíêöèè ÿâëÿåòñÿ íåèçáåæíûì
àòðèáóòîì òåîðèè.
6.4. Ïðèìåðû. Â êà÷åñòâå äåìîíñòðàöèè ïðèâåäåì ïîëíóþ îðìóëó êîãäà ïîðÿäîê
ïîëèíîìà R ðàâåí åäèíèöå (R([u];λ) = λ− 1
2
u+ c1):
µ2 = λ3+2 c1λ
2+
1
4
(
u
xx− 3 u2+4 c1u+4 c21
)
λ− 1
8
(u− 2 c1) uxx +
1
16
u2x+
1
4
u (u− 2 c1)2.
Ïðè c1 = 0 ýòà îðìóëà ïðåâðàùàåòñÿ â âûðàæåíèå (3). Òàêîé âûáîð êîíñòàíòû
âñåãäà äîïóñòèì. Âåëè÷èíà λ ïðîèçâîëüíà è åå ìîæíî çàìåíèòü íà λ − 2
3
c1. Åñëè
òàêæå ñäâèíóòü ïîòåíöèàë u→ u+ 2
3
c1, òî ïîëó÷èì â òî÷íîñòè îðìóëó (3).
Ñîîòíîøåíèÿ Ik([u]; c) = Ak íå ïðîñòî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, íî óðàâíåíèÿ óæå íà ïîëîâèíó ïðîèíòåãðèðîâàííûå ñ êîíñòàíòàìè
èíòåãðèðîâàíèÿ Ak. Íàáëþäåíèå Íîâèêîâà ñîñòîÿëî â òîì, ÷òî ýòî êàê ðàç
òà ïîëîâèíà èíòåãðàëîâ, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà â ëèóâèëëåâñêîé èíòåãðèðóåìîñòè
íåëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. àññìîòðåííûé íàìè ïðèìåð g = 1 ëåãêî
èíòåãðèðóåòñÿ è áåç âñÿêîé òåîðèè. Ïîëàãàÿ c1 = 0 → I1 = 0, ïîëó÷àåì
I2([u]) = A2 : uxx − 3 u2 = 4A2, I3([u]) = A3 : −18 u uxx +
1
16
u2x +
1
4
u3 = A3.
Ïîäñòàâëÿÿ u
xx
èç îäíîãî èíòåãðàëà â äðóãîé è èíòåãðèðóÿ, ïðèõîäèì ê óíêöèè
Âåéåðøòðàññà u(x) = 2℘(x + a; g2, g3), ãäå êîíñòàíòû A2,3 çàìåíåíû íîâûìè
êîíñòàíòàìè g2,3. Ýòî õîðîøî èçâåñòíàÿ êíîèäàëüíàÿ âîëíà Êîðòåâåãàäå Ôðèçà,
÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñîëèòîí. Ýòà æå ïàðà óðàâíåíèé íà ïîòåíöèàë,
ïîñëå äèåðåíöèðîâàíèÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ èç íåå, ò. å. èñêëþ÷åíèÿ êîíñòàíò A2,3,
ýêâèâàëåíòíà îäíîìó óðàâíåíèþ u
xxx
−6 u ux = 0, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñî ñòàöèîíàðíîé
âåðñèåé óðàâíåíèÿ ÊäÔ (2).
Ñ ðîñòîì ñòåïåíè ïîëèíîìà R îðìóëû áûñòðî ðàçðàñòàþòñÿ, íî âåñü ïðîöåññ
ëåãêî àëãîðèòìèçèðóåòñÿ. Äëÿ ñòåïåíè g = 2 ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ òèïà ñëåäóþùèõ
µ2 = λ5 + 2 c1 λ
4 + (2 c2 + c
2
1)λ
3+
+
1
16
(
uxxxx − 10uuxx − 5u2x + 10u3 + 4 c1(uxx − 3u2) + 16 c2(u+ 2 c1)
)
λ2 − · · · . (14)
Óðàâíåíèå Íîâèêîâà, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ïîòåíöèàë, èìååò çäåñü âèä
u
xxxxx
− 10 u u
xxx
− 20 uxuxx + 30 u2ux + 4 c1(uxxx − 6 u ux) + 16 c2ux = 0.
Â îáùåì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ âûãëÿäèò àíàëîãè÷íî. Ôèêñèðóÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà ðàâíîé
g, ïîëó÷àåì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Íîâèêîâà ïîðÿäêà 2g + 1 ñ äîïîëíèòåëüíûìè
êîíñòàíòàìè ck (íî áåç êîíñòàíò Ak). Óðàâíåíèå êðèâîé (11) ñîäåðæèò g êîíñòàíò ck
è g + 1 êîíñòàíò Ak  èíòåãðàëîâ óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà. Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî â ãàìèëüòîíîâîé îðìå êàê äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïî ïåðåìåííîé x ñ
ðàçìåðíîñòüþ àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíîé 2g. Îíà èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ.
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6.5. Ýêâèâàëåíòíîñòü ¾ëèíåéíîé¿ è ¾íåëèíåéíîé¿ èíòåãðèðóåìîñòè.
ëàâíûé âûâîä, êîòîðûé ìû ñåé÷àñ èìååì, ñîñòîèò â òîì ÷òî òðåáîâàíèå
êâàäðàòóðíîé èíòåãðèðóåìîñòè ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñâåëîñü ê óñëîâèÿì íà
ïîòåíöèàë â âèäå êâàäðàòóðíîé èíòåãðèðóåìîñòè íåëèíåéíûõ äèåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé Íîâèêîâà. Ïîñëåäíèå æå ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé (ñì. îðìóëû
â [1℄).
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íà äàííûé ìîìåíò ïðîáëåìà åùå íå ðåøåíà, äàæå ïðè
íàëè÷èè îðìóëû (9) äëÿ Ψ-óíêöèè. Åå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê àíçàö è
òàêîâûì îíà áóäåò îñòàâàòüñÿ äî òåõ ïîð ïîêà íå áóäåò ïðåäúÿâëåíà êâàäðàòóðíàÿ
îðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà u(x), âõîäÿùåãî â óíêöèþ R. åøåíèå óðàâíåíèÿ (1)
ïðè ëþáîì ïîòåíöèàëå áóäåò èìåòü âèä (9). Ïîëîâèíó èíòåãðàëîâ ìû óæå èìååì.
Âîçìîæíî ëè èçâëå÷ü îñòàâøóþñÿ è, åñëè äà, òî, êàê âûãëÿäèò îòâåò? Çàáåãàÿ
âïåðåä ñêàæåì ÷òî íàì ïðåäñòîèò ïðèéòè ê çàäà÷å îáðàùåíèÿ ßêîáè, çíàìåíèòûì
òîæäåñòâàì ñëåäîâ è ïåðåìåííûì γk. Θ-óíêöèè ïîñëåäóþò êàê ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ
ðåøåíèé.
7. Êàê ïîÿâëÿþòñÿ êîðíè óíäàìåíòàëüíîãî ïîëèíîìà
R =
(
λ− γ1(x)
) · · · (λ− γg(x))?
Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî íàøè óðàâíåíèÿ íàïîëîâèíó ïðîèíòåãðèðîâàíû è íàïèñàíà
îðìóëà äëÿ Ψ-óíêöèè ìû âåðíåìñÿ ê ïåðâè÷íûì îáúåêòàì (12) è (13). Îíè íå
ñâÿçàíû íè ñî ñâîéñòâàìè ïîòåíöèàëà áûòü èíòåãðèðóåìûì, ò. å. êîíå÷íîçîííûì,
íè ñ ïîëèíîìèàëüíîñòüþ óíêöèè R([u];λ). Óðàâíåíèå èêêàòè (12) ñ ó÷åòîì
ïîÿâèâøåéñÿ óíäàìåíòàëüíîé óíêöèè R èìååò âèä (ïîäñòàâëÿÿ (13) â (12))
µ2
R2
+
1
2
R′′
R
− 1
4
R′2
R2
= u(x) + λ. (15)
Äàííîå óðàâíåíèå (ò. å. óðàâíåíèå (8)) åùå íå ïðîèíòåãðèðîâàíî. Ïî âñåé âèäèìîñòè
Äðàø ðóêîâîäñòâîâàëñÿ ðàññóæäåíèÿìè, êîòîðûå èçëàãàþòñÿ íèæå (ñì. ïåðåâîä åãî
âòîðîé ñòàòüè). Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî âåëè÷èíà µ, â äàííûé ìîìåíò, êàê êîíñòàíòà
èíòåãðèðîâàíèÿ íå çàâèñèìà, â ïåðâóþ î÷åðåäü îò λ.
àññìîòðèì îðìóëó (15) êàê óíêöèþ îò λ. Åå ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü ëèíåéíàÿ
óíêöèÿ îò λ. Òàêîâîé æå äîëæíà áûòü è ëåâàÿ ÷àñòü, êîòîðàÿ îäíàêî ìîæåò
îáðàùàòüñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â òî÷êàõ λk, ãäå R îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàê êàê λ
ïðîèçâîëüíî (!), ìû ìîæåì óñòðåìèòü λ ê ýòèì òî÷êàì íå çàâèñèìî îò òîãî,
÷òî ñàìè ýòè òî÷êè λk = γk(x) ÿâëÿþòñÿ óíêöèÿìè ïåðåìåííîé x, êîòîðàÿ
âûñòóïàåò çäåñü êàê ïàðàìåòð. Êîëè÷åñòâî ýòèõ íóëåé óíêöèè R òîæå íå èìååò
çíà÷åíèÿ. Èõ ìîæåò áûòü êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî. Âñå çàâèñèò îò òîãî
íàñêîëüêî ¾õîðîøèì¿ âûáðàí ïîòåíöèàë. Òàêèì îáðàçîì íàì ñëåäóåò íàïèñàòü
λ-ðàçëîæåíèÿ âûðàæåíèÿ (15) â îêðåñòíîñòè êàæäîãî íóëÿ γk(x) è ïîòðåáîâàòü
îáðàùåíèÿ êàæäîãî êîýèöèåíòà â íîëü. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äàííîå ðàññóæäåíèå
ñîâåðøåííî íåçàâèñèìî îò ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàà è ìîæåò ïðåäøåñòâîâàòü åìó.
Òàì ìû ïðèøëè ê ïîëèíîìèàëüíîñòè óíêöèè R è óðàâíåíèÿì Íîâèêîâà íà
ïîòåíöèàë. Çäåñü æå, ðàçëîæåíèÿ äëÿ êàæäîãî íóëÿ ïðèâåäóò ê ñàìîñòîÿòåëüíûì
óñëîâèÿì íà x-çàâèñèìîñòü óíêöèè R([u];λ) ïîñðåäñòâîì íîâûõ âåëè÷èí γk(x). Òàê
êàê óðàâíåíèå (15) åñòü äèåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà R, òî ýòèìè óñëîâèÿìè
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äîëæíû ñòàòü äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ïåðåìåííûå γk. Åñëè íóëåé êîíå÷íîå
÷èñëî, òî êîíå÷íûì áóäåò è êîëè÷åñòâî òàêèõ óðàâíåíèé. Äðàø çàìåòèë, ÷òî ýòèõ
óðàâíåíèé áóäåò g øòóê, âñå îíè ïåðâîãî ïîðÿäêà, àâòîíîìíû è ÿâíî èíòåãðèðóþòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì óíäàìåíòàëüíîñòü R-óíêöèè äâîÿêà: ïîëèíîìèàëüíîñòü ïî λ
âëå÷åò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè, à íóëè γk ðåàëèçóþò äîñòàòî÷íîñòü,
ò. å. ïðîöåäóðó èíòåãðèðîâàíèÿ.
8. Ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ
Ñóììèðóÿ ïðåäûäóùåå ìû èìååì ïîëèíîìèàëüíóþ óíêöèþ
R([u];λ) =
(
λ− γ1(x)
) · · · (λ− γg(x)),
ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå êðèâîé (8), áóäó÷è äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì 2-ãî
ïîðÿäêà íà óíêöèþ R, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè λ (!), ðàñùåïëÿåòñÿ íà g+1 óðàâíåíèé
íà ïîòåíöèàë (11), äàâàÿ ïðè ýòîì èíòåãðàëû óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà. Ýòè óðàâíåíèÿ
ïîäëåæàò äàëüíåéøåìó èíòåãðèðîâàíèþ. ×òîáû èçáåæàòü èçëèøíåé îáùíîñòè ìû
îïèøåì äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ íà íåòðèâèàëüíîì ïðèìåðå, êîãäà g = 2. Îáîáùåíèÿ
íà ïðîèçâîëüíûå g íå ñîñòàâëÿþò íèêàêîãî òðóäà.
Çàìåòèì òîëüêî ÷òî ñëó÷àé g = 1 â äåéñòâèòåëüíîñòè íå ïîêàçàòåëåí è ýëåìåíòàðåí
â òîì ñìûñëå ÷òî âîîáùå íå òðåáóåò íèêàêèõ òåîðèé, òàê êàê íåò íåîáõîäèìîñòè
ââîäèòü ïåðåìåííóþ γ: êàê ìû âèäåëè ðàíåå, óðàâíåíèå Íîâèêîâà â ýòîì ñëó÷àå
èíòåãðèðóåòñÿ ñðàçó. Âåðîÿòíî ïî ýòîé ïðè÷èíå ýòîò ñëó÷àé äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëñÿ
åäèíñòâåííûì ÿâíî ïðîèíòåãðèðîâàííûì ïðèìåðîì.
8.1. Èíòåãðèðîâàíèå ñëó÷àÿ g = 2. Íàïèøåì îðìóëó
R([u];λ) = λ2 +
(
c1 −
1
2
u
)
λ− 1
8
u
xx
+
3
8
u2 − 1
2
c1u+ c2 =
= (λ− γ1(x))(λ− γ2(x)) = λ2 − (γ1(x) + γ2(x)) λ+ γ1(x)γ2(x)
èç êîòîðîé ñëåäóåò ñâÿçü ìåæäó ïîòåíöèàëîì è ïîÿâèâøèìèñÿ ïåðåìåííûìè γ1,2(x):
c1 − 1
2
u = −γ1(x)− γ2(x). (16)
Ýòî çíàìåíèòàÿ îðìóëà ñëåäîâ. Åñëè áóäóò íàéäåíû âåëè÷èíû γ1,2, òî ïîòåíöèàë
íàõîäèòñÿ ïî ýòîé îðìóëå. Óïîìÿíóòûå óñëîâèÿ íà x-çàâèñèìîñòü óíêöèè R ÷åðåç
âåëè÷èíû γ1,2(x) èçâëåêàþòñÿ èç óðàâíåíèÿ êðèâîé, ò. å. îðìóëû (11) èëè, ÷òî
óäîáíåé, èç (15). Ïîñêîëüêó ìû íàõîäèìñÿ â êîíå÷íîçîííîì ñëó÷àå, âåëè÷èíà µ
çàâèñèò îò λ è â ïðåäåëå λ → γk(x) ñòàíåò àëãåáðàè÷åñêîé óíêöèåé µ → νk(x),
îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì êðèâîé (14):
ν2k(x) = γ
5
k(x) + 2 c1γ
4
k(x) + (2 c2 + c
2
1) γ
3
k(x) + A3γ
2
k(x) + A4γk(x) + A5 =
= (γk(x)−E1) · · · (γk(x)− E5) .
àçëàãàÿ óðàâíåíèå (15) â îêðåñòíîñòè òî÷åê γ1,2(x) ïîëó÷àåì{
ν21
(γ1 − γ2)2
− 1
4
γ′21
}
1
(λ− γ1)2
−
{
ν21
(γ1 − γ2)3
+
1
2
γ′′1 −
1
2
γ′1γ
′
2
γ1 − γ2
}
1
(λ− γ1)
+ · · · = 0,
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ν22
(γ2 − γ1)2
− 1
4
γ′22
}
1
(λ− γ2)2
−
{
ν22
(γ2 − γ1)3
+
1
2
γ′′2 −
1
2
γ′2γ
′
1
γ2 − γ1
}
1
(λ− γ2)
+ · · · = 0,
ãäå ìíîãîòî÷èÿ îçíà÷àþò âûñøèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèé, ñîäåðæàùèå γ1,2, γ
′
1,2, γ
′′
1,2 è ñàì
ïîòåíöèàë u(x). Ñòàðøèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ äàþò
dγ1
dx
= 2
ν1
γ1 − γ2
,
dγ2
dx
= 2
ν2
γ2 − γ1
. (17)
Ýòî äèåðåíöèàëüíûå àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ,
èçâåñòíûå êàê óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà. Âàæíûì ðåçóëüòàòîì Äðàøa ÿâëÿåòñÿ òî ÷òî
îíè ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ. Â ñàìîì äåëå, çàïèñûâàÿ èõ â âèäå
dγ1
ν1
=
2 dx
γ1 − γ2
,
dγ2
ν2
=
2 dx
γ2 − γ1
,
ïîëó÷àåì, ÷òî
dγ1
ν1
+
dγ2
ν2
= 0 è
γ1dγ1
ν1
+
γ2dγ2
ν2
= 2 dx.
Õîòÿ åùå íå ÿñíî êàê âûãëÿäÿò óíêöèè γ1,2(x) ìû ïîëó÷èëè ãëàâíîå  ýòè
óðàâíåíèÿ óæå âûãëÿäÿò êàê èíòåãðèðóåìûå â íåîïðåäåëåííûõ êâàäðàòóðàõ :
γ
1∫
dλ
µ
+
γ
2∫
dλ
µ
= a1,
γ
1∫
λdλ
µ
+
γ
2∫
λdλ
µ
= 2 x+ a2. (18)
Ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ çàâåðøåíà: ïîÿâèëèñü äâå íåäîñòàþùèå êîíñòàíòû
èíòåãðèðîâàíèÿ a1,2, à ñàìè âåëè÷èíû γ1,2, êàê óíêöèè îò x, íàõîäÿòñÿ ïóòåì
îáðàùåíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ: âåðõíèå ïðåäåëû γ1,2 ñëåäóåò îïðåäåëèòü êàê óíêöèè
îò çíà÷åíèé äâóõ ñóìì èíòåãðàëîâ a1 è 2 x+a2. Â óðàâíåíèÿõ (18) âåëè÷èíà µ = µ(λ)
îïðåäåëÿåòñÿ îðìóëîé
µ = ±
√
(λ− E1) · · · (λ−E5) (19)
è, òàêèì îáðàçîì, âñå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè èíòåãðàëàìè ïðèíàäëåæàùèìè
ýòîé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé èððàöèîíàëüíîñòè. Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ ÷òî äàëüíåéøèå
÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ óðàâíåíèÿ (15) óäîâëåòâîðÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Â
äåéñòâèòåëüíîñòè îíè îïðåäåëÿþò ïîëíóþ ñîâîêóïíîñòü ñîîòíîøåíèé ìåæäó
ïåðåìåííûìè u(x), γk(x), γ
′
k(x), γ
′′
k(x). Â ýòîò íàáîð âîéäóò êàê óðàâíåíèÿ Äðàøà
Äóáðîâèíà (17) òàê è îðìóëà ñëåäîâ (16), íåçàâèñèìî îò òîãî ÷òî îíà óæå
èçâëåêëàñü èç ïîëèíîìà R. Ôîðìóëû (1617) ïðåäñòàâëÿþò, ïîìèìî óðàâíåíèÿ
êðèâîé (19), äðóãèå äâà óíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòà òåîðèè êîíå÷íîçîííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ.
8.2. Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è. Ïîäèòîæèì ðåçóëüòàòû âûïèñûâàÿ îðìóëû äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî g. Èíòåãðèðîâàíèå â íåîïðåäåëåííûõ êâàäðàòóðàõ ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷è, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà (1), âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àÿõ êîãäà
óíêöèÿ-ïîòåíöèàë u(x) óäîâëåòâîðÿåò äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì Íîâèêîâà
I([u]; c) = Ak, èãóðèðóþùèì â óðàâíåíèè àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé (11). åøåíèå-
àíçàö äëÿ Ψ-óíêöèè äàåòñÿ âûðàæåíèåì (9), â êîòîðîì óíêöèÿ R([u];λ) ÿâëÿåòñÿ
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ïîëèíîìîì (10). Âìåñòî ïîòåíöèàëà u(x) â äàííóþ óíêöèþ è îðìóëó (9) ñëåäóåò
ïîäñòàâèòü îðìóëó ñëåäîâ
u = 2
g∑
k=1
γk(x)−
2g+1∑
k=1
Ek,
â êîòîðîé óíêöèè γk = γk(x) îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è îáðàùåíèÿ ßêîáè
γ
1∫
dλ
µ
+ · · ·+
γg∫
dλ
µ
= a1
γ
1∫
λdλ
µ
+ · · ·+
γg∫
λdλ
µ
= a2
· · · · · · · · · · · ·
γ
1∫
λg−1dλ
µ
+ · · ·+
γg∫
λg−1dλ
µ
= ag + 2 .
(20)
äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé
µ2 = (λ− E1) · · · (λ−E2g+1) (21)
Îêîí÷àòåëüíàÿ Ψ-îðìóëà â êîòîðóþ ïðåâðàùàåòñÿ óïîìÿíóòûé àíçàö (9) èìååò âèä
Ψ±(x;λ) = C · exp 1
2


γ
1
(x)∫
w ± µ
z − λ
dz
w
+ · · ·+
γg(x)∫
w ± µ
z − λ
dz
w

 , (22)
ãäå w = w(z) ñâÿçàíî ñ ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèåì w2 = (z −
E1) · · · (z − E2g+1). Ýòà îðìóëà ïî âñåé âèäèìîñòè îòñóòñòâóåò â ëèòåðàòóðå, íî
ïî÷òè ïîÿâèëàñü ó Äðàøà. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî îíà ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà ïðÿìîé
ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå (1) è èñïîëüçîâàíèåì îðìóëû ñëåäîâ è óðàâíåíèé Äðàøà
Äóáðîâèíà
dγk
dx
= 2
√
(γk − E1) · · · (γk − E2g+1)
g∏
j 6=k
(γk − γj)
,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî äèåðåíöèàëüíîé îðìîé èíòåãðàëüíîé çàäà÷è
îáðàùåíèÿ (20). Ñàì ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè c1...g,
âõîäÿùèìè â óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà. Ïîñëåäíèå, êàê óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà 2g+1, èìåþò â
êà÷åñòâå èíòåãðàëîâ g+1 êîýèöèåíòîâ êðèâîé Ak è g âåëè÷èí a1...g, èãóðèðóþùèõ
â çàäà÷å ßêîáè (20).
Äîáàâèì åùå ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòè â îòäåëüíûõ îðìóëàõ äëÿ âåðõíèõ ïðåäåëîâ
γk(x) àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ (20). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü
ñóììó ýòèõ âåëè÷èí. Ïîäîáíûå ñèììåòðè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, êàê è âñåâîçìîæíûå
ðàöèîíàëüíûå ñèììåòðè÷åñêèå êîìáèíàöèè âåëè÷èí γk è νk, êàê óíêöèè îò
çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ, íàçûâàþòñÿ àáåëåâûìè óíêöèÿìè è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç Θ-
óíêöèè èìàíà. Ñàìà Ψ-óíêöèÿ, ÿâëÿÿñü ñèììåòðè÷åñêîé ïî ïåðåìåííûì γk(x),
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íå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé óíêöèåé
6
, íî òîæå äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â òåðìèíàõ Θ-
óíêöèé. Òàêàÿ Ψ-óíêöèÿ, â êîòîðîé λ-çàâèñèìîñòü èãóðèðóåò êàê ïåðâè÷íàÿ
(ñïåêòðàëüíûé ïîäõîä), à x  ïàðàìåòð, íàçûâàåòñÿ óíêöèåé ÁåéêåðàÀõèåçåðà.
Äëÿ ñëó÷àÿ g = 1, â ïðèíÿòîé âûøå íîðìèðîâêå c1 = 0, ìû ïîëó÷àåì îòâåò
u = 2 γ(x), ãäå
γ∫
dλ√
λ3 + A2λ+ A3
= 2 x+ 2 a,
êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí îðìóëàì ñ óíêöèåé Âåéåðøòðàññà: γ = ℘(x +
a;−4A2,−4A3).
9. Ïðîöåäóðà îáðàùåíèÿ
Âîîáùå ãîâîðÿ, íåòðèâèàëüíûé ìîìåíò, ñâÿçàííûé ñ îáðàùåíèåì àáåëåâûõ
èíòåãðàëîâ, èìååò ëèøü êàæóùóþñÿ ñëîæíîñòü. Îí íåèçáåæíî ïðèñóòñòâóåò
äàæå â ïðîöåäóðå èíòåãðèðîâàíèÿ òðèâèàëüíîãî ïîòåíöèàëà u(x) = const . Ïðè
ýòîì ñîâåðøåííî íå âàæíî êàêèìè ñðåäñòâàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå
ïîñêîëüêó íåò âûäåëåííîé ðîëè çàâèñèìûõ/íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Â ñàìîì äåëå,
ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå
Ψ′′ = AΨ,
ñîîòâåòñòâóþùåå ïîñòîÿííîìó ïîòåíöèàëó, ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè áåç
ïðèâëå÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî òåîðèé, íî íå ââîäÿ íèêàêèõ ¾íîâûõ¿ óíêöèé òèïà sin
èëè arcsin. Äîìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå íà Ψ′ è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì Ψ′2 = AΨ2 + C1.
àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå èìååì ∫
dΨ√
AΨ2 + C1
=
∫
dx+ C2.
Óðàâíåíèå ïðîèíòåãðèðîâàíî. Ïðèâëåêàÿ ðàöèîíàëüíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé Ψ → z
òèïà Ψ = c (z + z−1) (ïàðàìåòðèçàöèÿ îêðóæíîñòè), ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ äåéñòâèé
ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü è îáðàùàòü èíòåãðàë:
z∫
dz
z
=
x∫
a dx → ln z = ax+ b . . . → Ψ± = e±
√
Ax.
Èíûìè ñëîâàìè, â ýòîì ïðåäåëüíî âûðîæäåííîì ñëó÷àå àáåëåâû èíòåãðàëû íå
âîçíèêàþò, à òî÷íåå, âîçíèêàþò òðèâèàëüíûå àáåëåâû èíòåãðàëû  èíòåãðàëû îò
ðàöèîíàëüíûõ óíêöèé, êîòîðûå âñåãäà áåðóòñÿ â ëîãàðèìàõ. Êàê ñîáñòâåííî â
êîíå÷íîçîííîì ñëó÷àå, òàê è â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå, óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóþòñÿ
â ñòàíäàðòíûõ êâàäðàòóðàõ òîëüêî ïîñëå ïåðåõîäà ê íîâûì ïåðåìåííûì. Ñàì
ëîãàðèì ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëÿåìûé ÷åðåç èíòåãðàë îò ïðîñòåéøåé
ðàöèîíàëüíîé óíêöèè
ln z
Def≡
z∫
dz
z
,
6
Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé åñëè îíà ñèììåòðè÷íà ïî ïåðåìåííûì (γ
k
, ν
k
) è ÿâëÿåòñÿ
ìåðîìîðíîé óíêöèåé îò çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ, èãóðèðóþùèõ â çàäà÷å ßêîáè (20). Íàøà Ψ-
óíêöèÿ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü è ïîòîìó íå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.
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à ýêñïîíåíòó exp(x)  êàê öåëóþ òðàíñöåíäåíòíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ óíêöèþ îäíîé
ïåðåìåííîé îïðåäåëÿåìóþ åãî îáðàùåíèåì. Åå ïåðèîäè÷íîñòü ñëåäóåò èç ñâîéñòâà
èíòåãðàëà ïîëó÷àòü ïðèðàùåíèå 2pii ïîñëå îáõîäà îñîáîé òî÷êè èíòåãðàëà. Ýòî
åäèíñòâåííûé âîçíèêàþùèé ïåðèîä.
Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè îáðàùàòü ñîáñòâåííî
àáåëåâû èíòåãðàëû. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå ñâåëîñü ê êîíå÷íîìó ÷èñëó èíòåãðèðîâàíèé
àëãåáðàè÷åñêèõ óíêöèé, â äðóãîé òåðìèíîëîãèè òåîðèÿ èçâåñòíà êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ
èíòåãðèðóåìîñòü. Âñå îñòàâøèåñÿ äåéñòâèÿ èìåþò îòíîøåíèå ëèøü ê äàëüíåéøåìó
ïðåäñòàâëåíèþ èíòåãðàëîâ è èõ îáðàùåíèé, íî íå çàòðàãèâàþò ïðèðîäó
èíòåãðèðóåìîñòè. Ñàìè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ íîâûõ öåëûõ
òðàíñöåíäåíòíûõ óíêöèé, íî óæå îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ò. ê. èíòåãðàëîâ
íåñêîëüêî. Ýòèìè óíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ çíàìåíèòûå Θ-ðÿäû7. Èõ ñâîéñòâà
ïåðèîäè÷íîñòè òîæå ñëåäóþò èç ñâîéñòâ àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ (20) ïîëó÷àòü
ïðèðàùåíèÿ. Îäíàêî ÷èñëî êîíòóðîâ, ñàìèõ èíòåãðàëîâ, è èõ íåçàâèñèìûõ ïåðèîäîâ
áóäåò óæå áîëüøå. Âñå ýòî îòðàçèòñÿ íà ñâîéñòâàõ ïåðèîäè÷íîñòè òðàíñöåíäåíòíîãî
Θ-ðÿäà êàê óíêöèè îò g ïåðåìåííûõ. Èíûìè ñëîâàìè, íåèçáåæíîñòü ïîÿâëåíèÿ
íîâûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ òðàíñöåíäåíò òàêàÿ æå êàê è ïîÿâëåíèå ýêñïîíåíòû â
âûðîæäåííîì ñëó÷àå. Êàê ðåçóëüòàò, íîâûå òðàíñöåíäåíòû äîëæíû áûòü ââåäåíû,
à âûðàæåíèÿ äëÿ ñàìèõ ðÿäîâ ñòðîÿòñÿ íå àêñèîìàòè÷åñêè ïîñòóëèðóåìîé, à
ðåãóëÿðíîé ïðîöåäóðîé. Îáúÿñíåíèå ïîñëåäíåãî âàæíîãî çàìå÷àíèÿ âûõîäèò çà
ðàìêè äàííîé çàìåòêè.
Ïîõîæèå ÿâëåíèÿ, êàê èçâåñòíî, èìåþò ìåñòî è ïðè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî Ëèóâèëëþ
ãàìèëüòîíîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ äàåò àêò ñóùåñòâîâàíèÿ
êâàäðàòóð. Ïîèñê îñòàâøåéñÿ ïîëîâèíû èíòåãðàëîâ è ïåðåìåííûõ ðàçäåëåíèÿ
(ýòî íàøè ïåðåìåííûå γk) ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì òåîðèè ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ
àìèëüòîíàßêîáè. Θ-óíêöèè ðåàëèçóþò ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêèõ
ïåðåìåíûõ {p, q} â òåðìèíàõ Θ-ðÿäîâ. Áîëåå òîãî, èçëîæåííûé ìåõàíèçì äàåò
îòâåò íà âîïðîñ Ìîçåðà: . . . ìîãóò ëè âñå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû
áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ èçîñïåêòðàëüíîé äåîðìàöèè. Ïðè ýòîì ïðîáëåìà
îòûñêàíèÿ èíòåãðàëîâ, ïðè óñëîâèè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ, ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ÷åé ñïåêòð ñîõðàíÿåòñÿ. Åñëè èíòåãðèðóåìîñòü ïðèíàäëåæèò
ê ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé èððàöèîíàëüíîñòè (÷òî ÷àñòî âîçìîæíî îïðåäåëèòü îòäåëüíî),
òî òàêèì îïåðàòîðîì, êàê âèäèì, âñåãäà ìîæåò ñëóæèòü îïåðàòîð Øðåäèíãåðà (1).
Ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ îñòàåòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è
ïîèñêó êàíîíè÷åñêèõ (è íå êàíîíè÷åñêèõ) ïðåîáðàçîâàíèé.
Â ñîâðåìåííûõ òåîðèÿõ èíòåãðèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
êàê ýòî ïîøëî îò ðàáîò Ëèóâèëëÿ, ñëåäóåò ñòðîãî îïðåäåëÿòü êëàññû óíêöèé íà
êîòîðûõ çàäàíî äèåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Ïîíÿòèå ¾ïðîèíòåãðèðîâàòü¿ ïðè
ýòîì îçíà÷àåò îïåðàöèè íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íàä ýòèìè îáúåêòàìè +
¾åñòåñòâåííûå¿ îïåðàöèè íàä íèìè òèïà àëãåáðû, âçÿòèå ðàäèêàëîâ, îáðàùåíèÿ
7
Òîò àêò ÷òî Θ-óíêöèè ëåæàò â îñíîâå êîíå÷íîçîííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïî âñåé
âèäèìîñòè îáùåïðèíÿòîé òî÷êîé çðåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àêñèîìàòè÷åñêè ïîñòóëèðóåìûé Θ-ðÿä
íå ìîæåò îáúÿñíÿòü êàêóþ-ëèáî èíòåãðèðóåìîñòü.
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è ò. ä. Â èçëîæåííîé îðìóëèðîâêå òåîðèè, êàê âèäíî, âñå ýòè îáúåêòû ÿâíî
ïðåäúÿâëÿþòñÿ.
9.1. Òåîðèÿ ñîëèòîíîâ. Â çàêëþ÷åíèè ñêàæåì ÷òî âñå èçâåñòíûå ðåøåíèÿ è
ïîòåíöèàëû âûðàæàþùèåñÿ â ýëåìåíòàðíûõ óíêöèÿõ (ñîëèòîíû è èõ âûðîæäåíèÿ)
ñ íåîáõîäèìîñòüþ âêëàäûâàþòñÿ â îïèñàííóþ ñõåìó. Ýòî ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî
òîãäà êîãäà ãîëîìîðíûå àáåëåâû èíòåãðàëû (20) âû÷èñëÿþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ
óíêöèÿõ, ò. å. â ëîãàðèìàõ è ðàöèîíàëüíûõ óíêöèÿõ. Êàê èçâåñòíî ýòî
âîçìîæíî òîëüêî åñëè â ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (21), à òî÷íåå â ïîëèíîìå
(z−E1) · · · (z−E2g+1), íåñêîëüêî êîðíåé Ek ñëèâàþòñÿ òàê ÷òî âñå àáåëåâû èíòåãðàëû
ðåäóöèðóþòñÿ ê èððàöèîíàëüíîñòè âèäà
√
(z − e1)(z − e2). Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò,
÷òî ðîä g ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (21) âûðîæäàåòñÿ â íîëü, à èíòåãðàëû
âû÷èñëÿþòñÿ â àðêñèíóñàõ, ò. å. ñíîâà ñâîäÿòñÿ ê ëîãàðèìàì. Îáðàùåíèÿ òàêèõ
èíòåãðàëîâ äàþò ýêñïîíåíòû, êîòîðûå õîðîøî èçâåñòíû â òåîðèè ñîëèòîíîâ. Êðîìå
ñîëèòîíîâ è èõ ðàçíîâèäíîñòåé, ðåøåíèé â ýëåìåíòàðíûõ àíàëèòè÷åñêèõ óíêöèÿõ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íîìó ðîäó, áûòü íå ìîæåò. Õîòÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ
âûðîæäàåòñÿ â êâàäðàòíûé êîðåíü îò ïîëèíîìà âòîðîé ñòåïåíè, óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà
ïî ïðåæíåìó îñòàþòñÿ äèåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïîðÿäêà 2g + 1, íî ñ
ðåøåíèÿìè â ýëåìåíòàðíûõ óíêöèÿõ (ïîòåíöèàëû Áàðãìàíà).
àçóìååòñÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé â ýëåìåíòàðíûõ óíêöèÿõ ïóòåì îáðàùåíèÿ
ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ äàëåêî íå ñàìûé óäîáíûé ñïîñîá. Äëÿ ýòîé öåëè
â òåîðèè ñîëèòîíîâ ñóùåñòâóþò ñàìîñòîÿòåëüíûå ïðÿìûå ìåòîäû: ïðåîáðàçîâàíèÿ
ÄàðáóÁýêëóíäà è äðóãèå ìåòîäû ¾îäåâàíèÿ¿ èçâåñòíûå â ìîçð.
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ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.  Îïðåäåëåíèå ñëó÷àåâ ðåäóêöèè
äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
d2y
dx2
= [ϕ(x) + h] y.
JULES DRACH
1. Óðàâíåíèå
(1)
d2y
dx2
= [ϕ(x) + h] y,
â êîòîðîì ϕ(x) îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíóþ óíêöèþ x è ïàðàìåòðà h, âûñòóïàåò â ÷àñòíîñòè
â îïðåäåëåíèè ¾ãàðìîíè÷åñêèõ¿ ðåøåíèé ¾ãàðìîíè÷åñêîãî¿ óðàâíåíèÿ
(a)
∂2Z
∂u∂v
= [ϕ(u+ v)− ψ(u− v)]Z,
êîòîðîå ñâÿçàíî â åîìåòðèè ñ áåñêîíå÷íî ìàëîé äåîðìàöèåé ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.
Âïðî÷åì îíî ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííîé îðìîé îáùåãî óðàâíåíèÿ
(2)
d
dt
(
k
dV
dt
)
+ (g h− l)V = 0,
ãäå k, g, l  ëþáûå óíêöèè t, êîòîðîå ìû âñòðå÷àåì â êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ
ìàòåìàòè÷åñêîé èçèêè (îõëàæäåíèå îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ, òåîðèè Øòóðìà è Ëèóâèëëÿ,
è ò. ä.); (2) ñâîäèòñÿ ê (1) äâóìÿ êâàäðàòóðàìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, î÷åíü âàæíî çíàòü ñëó÷àè, ãäå óïðîùåíèå âñòðå÷àåòñÿ â èíòåãðèðîâàíèè
(1), îñòàâëÿÿ ïàðàìåòð h ïðîèçâîëüíûì ( 1). Íàì óäàëîñü îïðåäåëèòü óíêöèþ ϕ âî âñåõ
ñëó÷àÿõ, ãäå èíòåãðàë ìîæåò ïîëó÷àòüñÿ êâàäðàòóðàìè. Ìû õàðàêòåðèçóåì, êðîìå òîãî, âñå
äðóãèå ñëó÷àè ðåäóêöèè ãðóïïû ðàöèîíàëüíîñòè óðàâíåíèÿ (1); óíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò
äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå íå ìîãóò èíòåãðèðîâàòüñÿ êâàäðàòóðàìè; ñàìûé
ïðîñòîé ñëó÷àé, ñíîâà äàåò, íàïðèìåð, óðàâíåíèå Ïåíëåâå:
d2ϕ
dx2
= 3ϕ2 + 4x.
2. Ïîëîæèì y′ = ρ y, ðåçîëüâåíòà â ρ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì èêêàòè
(3) ρ′ + ρ2 = ϕ(x) + h,
è ãðóïïà ðàöèîíàëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, â îáëàñòè
[h, ρ, ϕ(x)]:
X(f) =
∂f
∂x
+
∂f
∂ρ
(ϕ+ h− ρ2) = 0,
1
( ) Ýòî èññëåäîâàíèå ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ý.Ïèêàðà äëÿ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé.
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îáðàçîâàíà ïðåîáðàçîâàíèÿìè
h1 = h, f1 =
a f + b
c f + d
,
ãäå a, b, c, d ÿâëÿþòñÿ óíêöèÿìè h.
Êîãäà ýòà ãðóïïà ðåäóöèðóåòñÿ, îíà ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé ïî f è âûðàæåíèå èíâàðèàíòà
J =
∂2f
∂ρ2
:
∂f
∂ρ
ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ïî ρ è h.
Êîðíè çíàìåíàòåëÿ J , ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ïîëèíîì ïî ρ, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè
ðåøåíèÿìè (3), àëãåáðàè÷åñêèìè ïî h.
Ñëó÷àé îäíîãî êîðíÿ (ðàöèîíàëüíîãî ïî h) íå âîçìîæåí. Òàêæå, ÷èñëî êîðíåé íå ìîæåò
ïðåâîñõîäèòü 2, ò. å. ÷òî èíòåãðàë (3) íèêîãäà íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ïî h. Îñòàåòñÿ
èññëåäîâàòü ñëó÷àé äâóõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé, àëãåáðàè÷åñêèõ ïî h, äëÿ óðàâíåíèÿ (3). Îíè
ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ îðìóëàìè
2 ρ1 =
R′
R
+
√
Ω
R
2 ρ1 =
R′
R
−
√
Ω
R
,
ãäå Ω åñòü ïîëèíîì ïî h ñ ïîñòîÿííûìè êîýèöèåíòàìè è ãäå ïîëèíîì ïî h, îáîçíà÷àåìûé
R, óäîâëåòâîðÿåò äèåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
(4) R′′′ − 4R′ (ϕ+ h)− 2Rϕ′ = 0;
Óðàâíåíèå (3) èíòåãðèðóåòñÿ òîãäà îäíîé êâàäðàòóðîé.
Óðàâíåíèå (4) ìîæåò äîïóñêàòü â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ R ïîëèíîì ïî h ëþáîé ñòåïåíè n; òîãäà ïîëó÷àåì
äëÿ ϕ óðàâíåíèå ïîðÿäêà (2n+ 1). Èíòåãðàëû, çàâèñÿ îò (n+ 1) êîíñòàíò, ïîëó÷àþòñÿ åñëè ïîëîæèì
R
′2
− 2RR′′ + 4R2 (ϕ+ h) = Ω(h),
ãäå ïîëèíîì â ïðàâîé ÷àñòè  ñ ïîñòîÿííûìè êîýèöèåíòàìè. Îíè âûðàæàþò òî, ÷òî èíòåãðàë f
óðàâíåíèÿ (3), äðîáü ïåðâîé ñòåïåíè ïî ρ, îïðåäåëÿåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, óíêöèåé h.
3. Äàðáó çàìåòèë (
1
), ÷òî ìîæíî ïåðåéòè îò óðàâíåíèÿ (1) ê äðóãîìó ïðåîáðàçîâàíèåì
z = y′ − y y
′
0
y0
,
ãäå y0 óäîâëåòâîðÿåò
y′′0 = (ϕ+ h0) y0.
Ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå èç ýòîãî ñëåäóåò äëÿ óðàâíåíèÿ èêêàòè (3) åñòü
r =
h− h0
ρ− ρ0
− ρ0
è çàìåíÿåò ϕ íà ψ = 2 (ρ20−h0)−ϕ; îíî çàâèñèò îò äâóõ êîíñòàíò. Íî ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïåðåéòè îò ñëó÷àÿ, êîãäà R  ñòåïåíè n, ê ñëó÷àþ, êîãäà R  ñòåïåíè
(n + 1); íîâîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà (2n + 3) äëÿ ϕ ñîäåðæèò íà ñàìîì äåëå ïðîèçâîëüíóþ
êîíñòàíòó.
4. Äðóãîé îáùèé ñëó÷àé ðåäóêöèè óðàâíåíèÿ (3) íå ïðèâîäèò ê åãî ïîëíîìó
èíòåãðèðîâàíèþ. Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëà f ÿâëÿþòñÿ òîãäà íåçàâèñèìûìè
îò h.
Ìû çäåñü èìååì, èç (3)
∂ρ
∂h
= −L
P
ρ2 +
M
P
ρ+
N
P
,
1
( ) Leons sur la theorie des surfaes, t. 2, p. 196,  408.
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L, M, N, P ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ïî h; ïîñëåäíèé  ñ ïîñòîÿííûìè êîýèöèåíòàìè è
ïðîèçâîëåí. Ïîëèíîì L óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
−L′′′ + 4L′ (ϕ+ h) + 2Lϕ′ = 2P,
è, êîãäà P èêñèðîâàíî, ìîæåò áûòü êàêîé-óãîäíî ñòåïåíè.
Ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó åùå ïðèìåíÿåòñÿ, íî óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ϕ,
îïðåäåëÿþò íîâûå òðàíñöåíäåíòû è íå èíòåãðèðóþòñÿ êâàäðàòóðàìè.
àçâèòèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðåäìåòîì ñëåäóþùåé ðàáîòû.
Comptes Rendus de l'Aademie des Sienes (1919) 168, 337340.
ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.  Îá èíòåãðèðîâàíèè êâàäðàòóðàìè
óðàâíåíèÿ
d2y
dx2
= [ϕ(x) + h] y.
JULES DRACH
Íåäàâíî ìû óêàçàëè (
1
), êàêîâû îñíîâíûå ñëó÷àè ðåäóêöèè ãðóïïû ðàöèîíàëüíîñòè
óðàâíåíèÿ
(H)
d2y
dx2
= [ϕ(x) + h] y,
ãäå h  ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð. Ñàìûì èíòåðåñíûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ òå, â êîòîðûõ
óðàâíåíèå èêêàòè
ρ′ + ρ2 = ϕ+ h
[à ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèå (H)℄ èíòåãðèðóåòñÿ êâàäðàòóðàìè; ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì êàê
îïðåäåëÿþò óíêöèþ ϕ âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ.
1. Óðàâíåíèå èêêàòè äîïóñêàåò çäåñü äâà ðåøåíèÿ
R′ ±√Ω
2R
, ãäå R ýòî ïîëèíîì ïî h
ñòåïåíè n
R = hn +R1 h
n−1 + . . .
è Ω  ïîëèíîì ïî h ñòåïåíè (2n+ 1) ñ ïîñòîÿííûìè êîýèöèåíòàìè.
Ôóíêöèÿ R óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òðåòüåãî ïîðÿäêà
(A) R′′′ − 4R′ (ϕ+ h)− 2Rϕ′ = 0,
÷òî äàåò, ÷òîáû îïðåäåëèòü ϕ, óðàâíåíèå E2n+1 ïîðÿäêà (2n + 1), çàâèñÿùåå îò n
ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò c1, . . . , cn. Èìåííî ýòî óðàâíåíèå íàì óäàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü.
Çàìå÷àÿ, ÷òî (A) ýêâèâàëåíòíî ñâîåìó ñîïðÿæåííîìó, âûâîäèì îòñþäà ïåðâûé
êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë
(B) R′2 − 2RR′′ + 4R2 (ϕ+ h) = Ω.
n ïåðâûõ êîýèöèåíòîâ Ω ÿâëÿþòñÿ óíêöèÿìè c1, . . . , cn; (n+1) ïîñëåäíèõ d1, . . . , dn+1
ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè è ïðåäñòàâëÿþò ñòîëüêî æå èíòåãðàëîâ E2n+1, öåëûõ ïî
1
( ) Comptes Rendus, t. 168, 1919, p. 47.
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ϕ, ϕ′, . . ., ϕ(2n+1). Îñòàåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå ïîðÿäêà n ñ
(2n + 1) êîíñòàíòàìè.
2. Ïîëîæèì
R = hn +R1 h
n−1 + . . . = (h− ω1) (h − ω2) . . . (h− ωn);
ωi ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè óíêöèÿìè îò ϕ, ϕ
′, . . . , ϕ(2n−2) è ìû áóäåì èìåòü
−R
′
R
=
ω′1
h− ω1
+ . . .+
ω′n
h− ωn
.
Çàìå÷àÿ, ÷òî êîðíè h = ωi àííóëèðóþò R
′2 − Ω âñëåäñòâèå (B), ò.å. îäèí èç àêòîðîâ
R′ +
√
Ω, R′ −√Ω, ìîæíî áóäåò çàïèñàòü n óðàâíåíèé
εi ω
′
i√
Ωi
=
1
(ωi − ω1) . . . (ωi − ωn)
(i = 1, . . . , n),
ãäå Ωi = Ω(ωi), εi = ±1.
Âûâîäèì îòñþäà èñêîìûå n èíòåãðàëîâ ui â âèäå∫ ω1
α
1
ωλ1 dω1√
Ω1
+ . . .+
∫ ωn
αn
ωλn dωn√
Ωn
= uλ (λ = 0, 1, . . . , n− 2),
∫ ω1
α
1
ωn−11 dω1√
Ω1
+ . . . +
∫ ωn
αn
ωn−1n dωn√
Ωn
= x+ un−1,
ïðè óñëîâèè, ÷òî ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè εi = −1 óñòàíàâëèâàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
ïðÿìîëèíåéíûé èíòåãðàë I çàìåíÿåòñÿ íà 2A−I, ãäå A îáîçíà÷àåò ïîäõîäÿùóþ êîíñòàíòó;
ýòî äàåò
(
n
2
)
ðàçëè÷íûõ ïî îðìå ñèñòåì.
3. Ôóíêöèÿ ϕ, êîòîðàÿ çàäàíà êàê
ω1 + ω2 + . . .+ ωn = −R1 = −C1 +
1
2
ϕ,
è ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå óíêöèè ω
[
òàê æå êàê è ñèììåòðè÷åñêèå óíêöèè
√
Ωi
]
ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè óíêöèÿìè (ãèïåðýëëèïòè÷åñêèìè) àðãóìåíòîâ u0, . . . , un−1 + x, ò.å.
îäíîçíà÷íûìè, ìåðîìîðíûìè ýòèõ ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèå 2n ñèñòåìàìè ïåðèîäîâ ( 1 ).
Ôóíêöèÿ ϕ îò ïåðåìåííîé x â îáùåì íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, íî îíà âíîâü îáðåòàåò
ñâîå çíà÷åíèå êîãäà äîáàâëÿþò îäíîâðåìåííî ê x, u0, . . . , un−2 ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäû:
ýòî îïðåäåëÿåò ãðóïïó ìîíîäðîìèè èíòåãðàëîâ ui. Ñëó÷àé n = 1 äàåò äëÿ ϕ îáðàòíóþ
óíêöèþ ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà.
Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå, íî îòíîñÿùååñÿ ê äðóãèì êîðíÿì ξ1, . . . , ξn+1 óðàâíåíèÿ
R′2 − Ω = 0, äàëî áû (n + 1) òðàíñöåíäåíòíûõ èíòåãðàëîâ E2n+1; òåîðåìà Àáåëÿ ëåãêî
ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè èíòåãðàëû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå è àëãåáðàè÷åñêèå èíòåãðàëû
d1, . . . , dn+1.
Ôóíäàìåíòàëüíûìè èíòåãðàëàìè óðàâíåíèÿ (H) ÿâëÿþòñÿ
√
R e
1
2
√
Ω
∫
dx
R
; çàìåòèì, ÷òî ìû
èìååì √
Ω
∫
dx
R
=
∑ ∫ ωi
α
i
√
Ω(h)
(h− ωi)
dωi√
Ω(ωi)
.
Ýòà ñóììà èíòåãðàëîâ òðåòüåãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ëîãàðèìà àáåëåâîé óíêöèè
è àáåëåâîé óíêöèè. Ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ïðåòåðïåâàþò èíòåãðàëû (H) âûâîäÿòñÿ
îòñþäà.
1
( ) Weierstrass, Journal de Crelle, t. 47 et 52.
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Äîáàâèì, ÷òî óðàâíåíèå (H) äîïóñêàåò ïðåîáðàçîâàíèå â ñåáÿ
Y = [θ(h)−R′] y + 2Ry′,
ãäå θ(h)  ïîëèíîì ïî h ñ ïîñòîÿííûìè êîýèöèåíòàìè.
4. Èçó÷åíèå óðàâíåíèé (H), êîòîðûå èíòåãðèðóåòñÿ êâàäðàòóðàìè ÿâëÿåòñÿ
ñëåäîâàòåëüíî íå ÷åì èíûì êàê èçó÷åíèåì àáåëåâûõ óíêöèé è èõ âûðîæäåíèé,
êîãäà Ω èìååò êðàòíûå êîðíè (èññëåäîâàíèå ñäåëàííîå â äåòàëÿõ Ýìèëåì Ïèêàðîì è
Ïåíëåâå äëÿ n = 2).
Ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó, êîòîðîå çàìåùàåò ϕ íà 2 (ρ20−h0)−ϕ, ãäå ρ′0+ρ20 = ϕ+h0, è R íà
ïîëèíîì ñòåïåíè (n+1) ïî h, íå ïðèâîäèò ê ñîáñòâåííûì òðàíñöåíäåíòàì èíäåêñà (n+1);
îíî óìíîæàåò Ω íà (h− h0)2, ÷òî íå ìåíÿåò æàíð. Íàîáîðîò, åñëè Ω ñîäåðæèò ìíîæèòåëü
(h− h0)2, ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó îòíîñèòåëüíî h0 è
R′(h
0
)
2R(h
0
)
ïîíèæàåò íà åäèíèöó èíäåêñ n.
Ôóíêöèè ϕ, íåñîáñòâåííûå äëÿ èíäåêñà n, ïîëó÷àþòñÿ ñóïåðïîçèöèåé êâàäðàòóð, íà÷èíàÿ
ñ óíêöèé, ñîáñòâåííûõ äëÿ íèçøåãî èíäåêñà; îíè îäíîçíà÷íûå, íî íå ìåðîìîðíûå.
Íàêîíåö äëÿ çíà÷åíèé h = hi êîòîðûå àííóëèðóþò Ω, ìû èìååì óðàâíåíèå y
′′ = (ϕ+hi) y,
êîòîðîå äîïóñêàåò àáåëåâî ðåøåíèå
√
R(hi), ñëåäîâàòåëüíî, îäíîçíà÷íîå ïî u0, . . . , un−1+x.
Çäåñü ìû äàåì åñòåñòâåííîå ðàçâèòèå âàæíûõ èññëåäîâàíèé Ýðìèòà è Ýìèëÿ Ïèêàðà îá
óðàâíåíèè Ëàìå (
1
), äëÿ êîòîðîãî ϕ = n (n + 1) k2 sn2x; è ïîñëåäóþùèå ðàáîòû Áðèîñêè,
Ýëëèîòà, Ôóêñà, Äàðáó ïî àíàëîãè÷íûì óðàâíåíèÿì. Çàìåòèì, ÷òî êîãäà ϕ âûáèðàåòñÿ
êàê íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ,
dϕ
dx
ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ïî x, íî òðàíñöåíäåíòíîé ïî ϕ, çà
èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ êîãäà óíêöèè ϕ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè îò ýëëèïòè÷åñêèõ óíêöèé,
åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, ðàññìîòðåííûé äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè.
1
( ) Comptes Rendus, t. 85, 1877, p. 689, et t. 89, 21 juillet 1879.
